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はじめに 
本論文集は 2019 年 9 月 18 日～20 日，休暇村 大久野島（広島県竹原市）にて開催さ

れた 第 15 回情報科学ワークショップでの発表原稿をまとめたものである．本ワークショ

ップは，日本の並列／分散計算の研究者が研究室以上の議論と研究会未満のフォーマルさ

を目指し，合宿形式でお互 いを徹底的に切りまくる「チャンバラ大会」を目的とし，広島

大学の中野浩嗣先生の呼びかけで，大阪大学，九州大学，九州工業大学，京都工芸繊維大学，

名古屋工業大学，奈良先端科学技術大学院大学の研究者有志によって 2005 年に始まった

ものである．2005 年 9 月に第 1 回を出雲で開催して以来， 第 2 回瀬戸，第 3 回門司，

第 4 回⾧浜，第 5 回広島，第 6 回桑名，第 7 回福岡，第 8 回神戸，第 9 回 唐津，第 

10 回福山，第 11 回北名古屋，第 12 回富士吉田，第 13 回奈良大和平群，第 14 回 飯

塚に続き，今回で 15 回目の開催となる．今回は法政大学，広島大学，大阪大学，京都大学，

奈良先端科学技術大学院大学，名古屋大学，名古屋工業大学，豊橋技術科学大学，東京工業

大学，九州大学，九州工業大学の 11 大学と国立情報学研究所から 51 人の参加者があり，

33 件の発表が行われた．今回の開催場所である広島県竹原市大久野島は，うさぎ島として

知られるとともに，第二次世界大戦に関する史跡も残る島である．このような歴史と自然に

囲まれた環境で，並列／分散計算の最先端研究について夜遅くまで活発な討論が行われ，有

意義な時間を共有することができた． 2015 年度から，学生をはじめとする若手研究者た

ちのモチベーションの向上を念頭に，参加した大学教員らの審査により，優れた研究に対し

て優秀研究賞を，さらに素晴らしいプレゼンテーションを行った学生を対象に優秀プレゼ

ンテーション賞を授与している．受賞者らには今後の益々の活躍を，そして未受賞者諸君に

は次の受賞者を目指して更なる研鑽を積んでいただきたいと思う．なお，来年度は名古屋で

開催の予定である． 最後に，今回の開催にあたりご協力をいただいた休暇村 大久野島に感

謝の意を表する．また，ワークショップ運営にご協力をいただいた参加者の皆様に厚くお礼

申し上げる． 
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An asynchronous P system with branch and bound
for graph coloring
Kotaro Umetsu Akihiro Fujiwara

Graduate School of Computer Science and Systems Engineering
Kyushu Institute of Technology

Iizuka, Fukuoka, 820-8502, Japan

Abstract—Membrane computing, which is a computational
model based on cell activity, has attracted considerable atten-
tion as a new paradigm for computation. In general membrane
computing, computationally hard problems have been solved in
a polynomial number of steps using an exponential number of
membranes. However, reduction of the number of membranes
must be considered in order to make the P system a more
realistic model.

In the present paper, we propose an asynchronous P system
with branch and bound, which is a well-known optimization
technique, in order to reduce the number of membranes. The
proposed P system finds the minimum graph coloring for a
graph with n vertices and works in O(nn) sequential steps or
O(n2) parallel steps.

In addition, the number of membranes used in the proposed
P system is evaluated using a computational simulation. The
experimental results demonstrate the validity and efficiency of
the proposed P system.

Index Terms—membrane computing, graph coloring, branch
and bound

I. Introduction

A number of next-generation computing paradigms have
been considered due to the limitations of silicon-based
computational hardware. As an example of a computing
paradigm, natural computing, which works using natural
materials for computation, has attracted considerable
attention. Membrane computing, which is representative
of natural computing, is a computational model inspired
by the structures and behaviors of living cells.

A basic feature of membrane computing was introduced
in [10] as a P system. The P system consists mainly
of membranes and objects. A membrane is a computing
cell, in which independent computation is executed, and
may contain objects and other membranes. Each object
evolves according to the evolution rules associated with
the membrane in which the object is contained.

The P system and most variants have been proved to be
universal [12], and several P systems have been proposed
for solving computationally hard problems [2], [3], [6], [7],
[9], [11], [13]–[16], [19].

In addition, asynchronous parallelism has been consid-
ered on the P system. Asynchronous parallelism means
that all objects may react to rules with different speeds,
and evolution rules are applied to objects independently.
Since all objects in a living cell basically work in an

asynchronous manner, asynchronous parallelism makes a
P system a more realistic computational model.

A number of asynchronous P systems have been pro-
posed for the computationally hard problems [1], [4], [8],
[17], [18]. For example, an asynchronous P system has
been proposed for finding the minimum graph coloring
[18]. The P system finds the minimum graph coloring for
a graph with n vertices in O(nn) sequential steps or O(n2)
parallel steps using O(n2) kinds of objects.

In all of the above P systems, computationally hard
problems have been solved in a polynomial number of steps
using an exponential number of membranes. The number
of membranes is the number of living cells, and reduction
of the number of membranes must be considered for the
case in which the P system is implemented using living
cells because living cells cannot be created exponentially.

Recently, an asynchronous P system using branch and
bound has been proposed [5] for reducing the number
of membranes. Branch and bound is a well-known op-
timization technique, and is used in the P system for
omitting partial value assignments that cannot satisfy a
given Boolean formula.

In the present paper, we propose an asynchronous P
system for solving the minimum graph coloring problem
with branch and bound. In the proposed P system, objects,
which denote vertices, are colored one by one, and the
adjacent vertices are checked for color. If the adjacent
vertices have the same color, the partial color assignment
of vertices is discarded as a bounding operation. Since the
number of membranes increases according to the number
of color assignments of vertices, the number can be reduced
by omitting partial assignments that are not possible for
the graph coloring. We show that the proposed P system
finds the minimum graph coloring for a graph with n
vertices and works in O(nn) sequential steps or O(n2)
parallel steps using O(n2) kinds of objects.

In addition, the validity of the proposed system is
evaluated through a computational simulation. In the
simulation, various instances are executed on the previous
P system [18] and the proposed P system, and the number
of membranes are compared for the same instances.
The experimental results demonstrate the validity and
efficiency of the proposed P system.

The remainder of the present paper is organized as
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Fig. 1. Example of a membrane structure

follows. In Section 2, we give a brief description of the
model for asynchronous membrane computing. In Section
3, we propose the P system with branch and bound for
the minimum graph coloring, and experimental results for
the proposed P system are shown in Section 4. Section 5
concludes the paper.

II. Preliminaries
A. Computational model for membrane computing

Several models have been proposed for membrane com-
puting. We briefly introduce a basic model of the P system
in this subsection.

The P system consists mainly of membranes and ob-
jects. A membrane is a computing cell, in which indepen-
dent computation is executed, and may contain objects
and other membranes. In other words, the membranes
form nested structures. In the present paper, each mem-
brane is denoted by a pair of square brackets, and the
number on the right-hand side of each right-hand bracket
denotes the label of the corresponding membrane. An
object in the P system is a memory cell, in which each
data is stored and can divide, dissolve, and pass through
membranes. In the present paper, each object is denoted
by finite strings over a given alphabet and is contained in
one of the membranes.

For example, [[a]2[b]3]1 and Fig. 1 denote the same
membrane structure, which consists of three membranes.
The membrane labeled 1 contains two membranes labeled
2 and 3, which contain objects a and b, respectively.

Computation of P systems is executed according to
evolution rules, which are defined as rewriting rules for
membranes and objects. All objects and membranes are
transformed in parallel according to applicable evolution
rules. If no evolution rule is applicable for objects, the
system ceases computation.

We now formally define a P system and the sets used
in the system as follows.

Π = (O,µ, ω1, ω2, · · · , ωm.R1, R2, · · · , Rm)

O: O is the set of all objects used in the system.
µ: µ is a membrane structure that consists of m

membranes. Each membrane in the structure is
labeled with an integer.

ωi: Each ωi is a set of objects initially contained only
in the membrane labeled i.

Ri: Each Ri is a set of evolution rules that are
applicable to objects in the membrane labeled
i.

In the present paper, we assume that input objects are
given from the outside region to the outermost membrane,
and computation is started by applying evolution rules.
We also assume that output objects are sent from the
outermost membrane to the outside region.

In membrane computing, several types of rules are
proposed. In the present paper, we consider five basic rules
of the following forms.

(1) Object evolution rule:

[ a ]h → [ b ]h.

In the above rule, h is a label of the membrane
and a, b ∈ O. Using the rule, an object a evolves
into another object b. (We omit the brackets in
each evolution rule, e.g., a → b, for cases for
which a corresponding membrane is obvious.)

(2) Send-in communication rule:

a[ ]h → [ b ]h.

In the above rule, h is a label of the membrane,
and a, b ∈ O. Using this rule, an object a is sent
into the membrane and can evolve into another
object b.

(3) Send-out communication rule:

[ a ]h → [ ]hb.

In the above rule, h is a label of the membrane,
and a, b ∈ O. Using this rule, an object a is sent
out of the membrane and can evolve into another
object b.

(4) Dissolution rule:

[ a ]h → b

In the above rule, h is a label of the membrane,
and a, b ∈ O. Using this rule, the membrane,
which contains an object a, is dissolved, and the
object can evolve into another object b. (The
outermost membrane cannot be dissolved.)

(5) Division rule:

[ a ]h → [ b ]h[ c ]h

In the above rule, h is a label of the membrane,
and a, b, c ∈ O. Using this rule, the membrane,
which contains an object a, is divided into two
membranes that contain objects b and c, respec-
tively.

We assume that each of the above rules is applied in
a constant number of biological steps. In the following
sections, we consider the number of steps executed in a P
system as the complexity of the P system.



B. Maximal parallelism and asynchronous parallelism
In the standard model in membrane computing, which

is a P system with maximal parallelism, all of the above
rules are applied in a non-deterministic maximally parallel
manner. In one step of computation of the P system,
each object is evolved according to one of the applicable
rules. (In cases that there are several possibilities, one of
the applicable rules is non-deterministically chosen.) All
objects for which no rules are applicable remain unchanged
until the next step. In other words, all applicable rules are
applied in parallel in each step of computation.

On the other hand, evolution rules are applied in a
fully asynchronous manner on the asynchronous P system
[17], and any number of applicable evolution rules are
applied in each step of computation. In other words, the
asynchronous P system can be executed sequentially and
can also be executed in a maximally parallel manner.

We consider asynchronous parallelism in the present
paper, based on the fact that every living cell acts
independently and asynchronously. Since the standard P
system ignores the asynchronous feature of living cells, the
asynchronous P system is a more realistic computation
model for cell activities.

In the asynchronous P system, all evolution rules can
be applied completely in parallel, which is the same as the
conventional P system, or all evolution rules can be applied
sequentially. We define the number of steps executed in the
asynchronous P system in the maximally parallel manner
as the number of parallel steps. We also define the number
of steps for the case in which the applicable evolution rules
are applied sequentially as the number of sequential steps.
The numbers of parallel and sequential steps indicate the
best- and worst-case complexities for the asynchronous P
system. In addition, the proposed asynchronous P system
must be guaranteed to output a correct solution in any
asynchronous execution.

III. An asynchronous P system with branch and bound
for minimum graph coloring

In this section, we present an asynchronous P system
with branch and bound for minimum graph coloring. We
first explain an input and an output of the problem for the
system and then present an outline and details of the P
system. Finally, we discuss the complexity of the proposed
P system.

A. Input and output for minimum graph coloring
The minimum graph coloring problem is a computa-

tionally hard graph problem. Given an undirected graph
G = (V,E), a coloring is an assignment of colors to
all vertices such that no pair of vertices with the same
color are bridged by an edge e ∈ E. For example, given
the graph in Fig. 2, an assignment of colors, such that
c1 = {v1}, c2 = {v2}, c3 = {v3, v4}, is a coloring for
the graph. The minimum graph coloring problem involves
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Fig. 2. Example of an input undirected graph

finding an assignment of colors for an input graph with
the minimum number of colors.

The input of the minimum graph coloring is the follow-
ing set of objects OE :

OE = {⟨ei,j ,W ⟩ | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,W ∈ {T, F}}

Each object ⟨ei,j ,W ⟩ denotes an edge (vi, vj). If an edge
(vi, vj) exists in the input graph, then W is set to T ;
otherwise, W is set to F .

For example, the following objects denote an input of
the minimum graph coloring for the graph in Fig. 2:

⟨e1,1, F ⟩, ⟨e1,2, T ⟩, ⟨e1,3, T ⟩, ⟨e1,4, T ⟩,
⟨e2,1, T ⟩, ⟨e2,2, F ⟩, ⟨e2,3, T ⟩, ⟨e2,4, F ⟩,
⟨e3,1, T ⟩, ⟨e3,2, T ⟩, ⟨e3,3, F ⟩, ⟨e3,4, F ⟩,
⟨e4,1, T ⟩, ⟨e4,2, F ⟩, ⟨e4,3, F ⟩, ⟨e4,4, F ⟩

The output of the P system is denoted by the following
set of n objects:

OC = {⟨Vi, h⟩ | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ h ≤ n}

Each object ⟨Vi, h⟩ means that vertex vi is labeled with
color h, and OC denotes the minimum color assignment
for the input graph.

For example, the following set of objects is an output
of the minimum graph coloring for the graph in Fig. 2:

OC = {⟨V1, 1⟩, ⟨V2, 2⟩, ⟨V3, 3⟩, ⟨V4, 3⟩}

We assume that the set of input objects is given from
the outside region to the skin membrane, and the output
object is sent from the skin membrane to the outside
region.

B. Branch and bound for minimum graph coloring
Branch and bound is a well-known computing paradigm

for the optimization problem. On the existing P system
for solving minimum graph coloring [18], all assignments
of colors for vertices are created for an input graph
with n vertices, and nn assignments are checked as to
whether each assignment of colors is valid. However, a
partial assignment of vertices can be discarded if the valid
assignment of vertices is determined.
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Fig. 3. Example of branch and bound for minimum graph coloring

Fig. 3 shows an example of a search tree for the above
concept. Let the graph in Fig. 2 be an input graph. We
consider a 3-coloring for the graph. In the search tree, a
color assignment of vertices is denoted by a path from a
root node to a leaf node. In this case, a path starting from
v1, which is colored with C1, to v2, which is also colored
with C1, can be bounded because there is an edge between
v1 and v2 in the input graph.

We now explain an overview of the asynchronous P
system with branch and bound for finding the minimum
graph coloring. An initial membrane structure for the
computation is [ [ ]1 [ ]2 · · · [ ]n ]0. We refer to the
membrane labeled 0 as the outer membrane and refer to
the membranes labeled 1 through n as inner membranes.

The computation of the P system mainly consists of the
following four steps.

Step 1: Move modified copies of input objects into all
inner membranes.

Step 2: In each inner membrane labeled h, create an
assignment of colors with h colors by dividing the
inner membranes. Then, check whether adjacent
vertices are colored with different colors with
branch and bound. If adjacent vertices are colored
with the same color in the assignment, stop
assignment for vertices.

Step 3: Check whether an assignment of colors is
completed for all vertices in each divided inner
membrane and then output an object that de-
notes successful assignment of colors to the outer
membrane without dissolving the inner mem-
brane. Otherwise, dissolve the inner membrane
and output an object that denotes failure of the
coloring assignment. Then, determine the mini-
mum number of colors in successful assignments
in the outer membrane.

Step 4: Send out the minimum number of colors from
the outer membrane.

C. Details of the proposed P system
We explain details of each step of the computation for

minimum graph coloring. In Step 1, modified copies of the

input objects are moved into all inner membranes. Each
input object is modified so as to contain the label of a
stored membrane.

Since the P system considered in the present paper
is asynchronous, we cannot move the input objects in
parallel, and input objects are moved one by one applying
the following sets of evolution rules. (In the following
description, a set of evolution rules Ri,j indicates that
the rules are used for membrane i in Step j.)

(Evolution rules for the outer membrane)

R0,1 = {⟨ei,j ,W ⟩ → ⟨ei,j ,W, 1⟩⟨fi,j ,W, 1⟩
| 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,W ∈ {F, T}}

∪{⟨fi,j ,W, h⟩ → ⟨ei,j ,W, h+ 1⟩⟨fi,j ,W, h+ 1⟩
| 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ n− 2,

W ∈ {F, T}}

∪{⟨fi,j ,W, n− 1⟩ → ⟨ei,j ,W, n⟩
| 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,W ∈ {F, T}}

∪{⟨e1,1, F, h⟩[]h → [⟨M2,1, h⟩⟨e1,1, F, h⟩]h
| 1 ≤ h ≤ n}

∪{⟨Mi,j , h⟩⟨ei,j ,W, h⟩[]h
→ [⟨Mi+1,j , h⟩⟨ei,j ,W, h⟩]h | 1 ≤ i ≤ n,

1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ n,W ∈ {F, T}}
∪{⟨Mn+1,j , h⟩ → ⟨M1,j+1, h⟩ | 1 ≤ j ≤ n,

1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨M1,n+1, h⟩[]h → [⟨S1, h⟩]h | 1 ≤ h ≤ n}

(Evolution rules for inner membrane h (1 ≤ h ≤ n) )

Rh,1 = {[⟨Mi,j , h⟩]h → []h⟨Mi,j , h⟩
| 1 ≤ i ≤ n+ 1, 1 ≤ j ≤ n+ 1}

In the above evolution rules, two kinds of objects,
⟨ei,j ,W, h⟩ and ⟨fi,j ,W, h⟩, are created from input object
⟨ei,j ,W ⟩. The first objects, ⟨ei,j ,W, h⟩, are moved into a
membrane labeled h using objects ⟨Mi,j , h⟩. At the end of
Step 1, object ⟨S1, h⟩ is created in the membrane labeled
h, and the object triggers the computation of Step 2.

In Step 2, in each inner membrane labeled h, assign-
ments of colors are created with h colors by dividing the
inner membranes. Then, the partial assignment is checked
as to whether adjacent vertices are colored with different
colors using the bounding condition. If the adjacent
vertices are colored with the same color, the membrane
stops the partial assignment. The above step is executed
by applying the following set of evolution rules.

(Evolution rules for inner membrane h (1 ≤ h ≤ n) )



Rh,2 = {⟨S1, h⟩ → ⟨S2, h⟩⟨V1, h⟩}
∪{[⟨Si, k⟩]h → [⟨Li,1⟩⟨Vi, k⟩]h[⟨Si, k − 1⟩]h

| 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ k ≤ h}
∪{⟨Si, 1⟩ → ⟨Li,1⟩⟨Vi, 1⟩ | 2 ≤ i ≤ n}
∪{⟨Li,j⟩⟨Vi, a⟩⟨Vj , b⟩⟨ei,j , F, h⟩⟨ej,i, F, h⟩

→ ⟨Li,j+1⟩⟨Vi, a⟩⟨Vj , b⟩
| 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i, 1 ≤ a, b ≤ h}

∪{⟨Li,j⟩⟨Vi, a⟩⟨Vj , b⟩⟨ei,j , T, h⟩⟨ej,i, T, h⟩
→ ⟨Li,j+1⟩⟨Vi, a⟩⟨Vj , b⟩
| 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i, 1 ≤ a, b ≤ h, a ̸= b}

∪{⟨Li,j⟩⟨Vi, a⟩⟨Vj , a⟩⟨ei,j , T, h⟩⟨ej,i, T, h⟩
→ ⟨Zh, n− i⟩⟨Gi−1⟩⟨Vj , a⟩
| 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i, 1 ≤ a ≤ h}

∪{⟨Li,i⟩ → ⟨Si+1, h⟩ | 2 ≤ i ≤ n}

In the above evolution rules, vertex vi is colored with
color k in the second set of rules, and object ⟨Vi, k⟩ denotes
the color. Then, the vertices of vi (1 ≤ j ≤ i) are checked
for vi using object ⟨Li,j⟩. If vi and vj are not adjacent or
their colors are different, then object ⟨Li,j+1⟩ is created.
After all checked vertices are passed for vi, object ⟨Li,i⟩
is created, and object ⟨Si,j+1, h⟩, which is an object for
checking the next vertex vi+1, is created.

On the other hand, for the case in which vi and vj
are adjacent and are colored with the same color, objects
⟨Zh, n− i⟩ and ⟨Gi−1⟩, which denote a failure of coloring,
are created. The object ⟨Zh, n − i⟩ denotes that n − i
colors remain in the case of coloring failure, and ⟨Gi−1⟩
is an object used in Step 3 for deleting partial assignment
of colors in the membrane. In addition, the two objects
trigger the computation of Step 3.

In Step 3, the assignment in each membrane is checked
as to whether colors are assigned for all vertices. For
the case in which an assignment of colors is completed
for all vertices, an object that denotes the success of
the assignment of colors is sent to the outer membrane
without dissolving the inner membrane. Otherwise, the
inner membrane is dissolved, and an object that denotes a
failure of coloring assignment is output to the outer mem-
brane. Then, the minimum number of colors in successful
assignments is determined in the outer membrane. Step
3 is executed by applying the following sets of evolution

rules.

(Evolution rules for the outer membrane)

R0,3 = {⟨Sn+1, h⟩ → ⟨Sn+1, h, 0⟩ | 1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨Sn+1, h, k⟩h → ⟨Sn+1, h, k + 1⟩
| 1 ≤ h ≤ n, 0 ≤ k ≤ n− 2}

∪{⟨Zh, k⟩h → ⟨Zh, k + 1⟩
| 1 ≤ h ≤ n, 0 ≤ k ≤ n− 2}

∪{⟨Sn+1, h, k⟩h−d⟨Zh, k⟩d → ⟨Sn+1, h, k + 1⟩
| 1 ≤ h ≤ n, 0 ≤ k ≤ n− 2, 1 ≤ d ≤ h− 1}

∪{⟨Sn+1, h, n− 1⟩⟨Zh−1, n− 1⟩ → ⟨Ah⟩
| 1 ≤ h ≤ n}

(Evolution rules for inner membrane h (1 ≤ h ≤ n) )

Rh,3 = {[⟨Sn+1, h⟩]h → []h⟨Sn+1, h⟩}
∪{⟨Vi, k⟩⟨Gi⟩ → ⟨Gi−1⟩

| 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ h}
∪{[⟨V1, h⟩⟨G1⟩]h → ⟨G0⟩}

In Step 3, Rh,3 is applied in each divided membrane
in Step 2. For the case in which the object that denotes
success of the assignment of colors, ⟨Sn+1, h⟩, is in the
membrane, the object is sent to the outer membrane
without dissolving the membrane. On the other hand,
for the case in which the object that denotes failure of
the assignment of colors, ⟨Gi⟩, is in the membrane, the
membrane is dissolved using ⟨Gi⟩, and objects ⟨Sn+1, h, k⟩
and ⟨Zh, k⟩ are in the outer membrane.

The object ⟨Sn+1, h, k⟩ denotes that there are hk suc-
cessful assignments of colors with h colors, and the object
⟨Zh, k⟩ denotes that there are hk failure assignments of
colors with h colors. Then, if objects ⟨Sn+1, h, n− 1⟩ and
⟨Zh−1, n−1⟩ exist simultaneously in the outer membrane,
coloring with h colors is successful, and coloring with
h− 1 colors has failed. Therefore, the object ⟨Ah⟩, which
indicates that the minimum number for assignment of
colors is h, is created in the outer membrane, and the
object triggers the computation of Step 4.

In Step 4, one of the assignments that denote the
minimum coloring is sent from the outer membrane. Step
4 is executed by applying the following sets of evolution
rules.

(Evolution rules for the outer membrane)

R0,4 = {⟨Bi⟩ → ⟨Ci⟩⟨Bi+1⟩|1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{⟨Bn⟩ → ⟨Cn⟩}
∪{[⟨Ci⟩⟨Vi, h⟩]0 → []0⟨Vi, h⟩|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ h ≤ n}



(Evolution rules for inner membrane h (1 ≤ h ≤ n) )

Rh,4 = {⟨Ah⟩[]h → [⟨Ah⟩]h}
∪{[⟨Ah⟩]h → []h⟨B1⟩}

The objects ⟨Vi, h⟩ are sent out from the outer mem-
brane, and the computation is then finished.

We now summarize the asynchronous P system
ΠMIN_COL for finding the minimum graph coloring as
follows:

ΠMIN_COL = (O,µ, ω1, ω2, R0, R1, · · · , Rn)

O = {⟨ei,j ,W ⟩|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,W ∈ {F, T}}
∪{⟨ei,j ,W, h⟩
|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ n,W ∈ {F, T}}

∪{⟨fi,j ,W, h⟩
|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ n,W ∈ {F, T}}

∪{⟨Mi,j , h⟩|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨Si, h⟩|1 ≤ i ≤ n+ 1, 1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨Vi, h⟩|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨Li,j⟩|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n}
∪{⟨Zh, k⟩|1 ≤ h ≤ n, 0 ≤ k ≤ n− 2}
∪{⟨Gi⟩|0 ≤ i ≤ n− 1}
∪{⟨Sn+1, h, k⟩|1 ≤ h ≤ n, 0 ≤ k ≤ n− 1}
∪{⟨Ah⟩|1 ≤ h ≤ n}
∪{⟨Bi⟩|1 ≤ i ≤ n}
∪{⟨Ci⟩|1 ≤ i ≤ n}

µ = [ [ ]1 [ ]2 · · · [ ]n ]0

ω1 = ω2 = · · · = ωn = ϕ

R0 = R0,1 ∪R0,3 ∪R0,4

Rh = Rh,1 ∪Rh,2 ∪Rh,3 (1 ≤ h ≤ n)

D. Complexity of the P system
We now consider the complexity of the asynchronous P

system ΠMIN_COL. Since O(n2) objects are moved from
the outer membrane into the inner membrane sequentially,
Step 1 can be executed in O(n2) parallel or sequential steps
using O(n2) kinds of objects and O(n3) kinds of evolution
rules.

In Step 2, O(nn) membranes are created in the worst
case, and evolution rules are applied sequentially at most
O(n) times in each membrane. Therefore, Step 2 can be
executed in O(n2) parallel steps and O(nn) sequential
steps using O(n3) kinds of objects and O(n4) kinds of
evolution rules.

Step 3 is executed in each divided membrane. Therefore,
Step 3 can be executed in O(n) parallel steps and O(nn)
sequential steps using O(n3) kinds of evolution rules.

In the final step, the computation is executed in the
outer membrane, and Step 4 can be executed in O(n)
parallel or sequential steps using O(n2) kinds of evolution
rules.

Therefore, we obtain the following theorem for the
asynchronous P system ΠMIN_COL.

Theorem 1: The asynchronous P system ΠMIN_COL,
which finds the minimum graph coloring for a graph with n
vertices, works in O(nn) sequential steps or O(n2) parallel
steps by using O(n2) types of objects and evolution rules
of size O(n4). □

IV. Experimental simulations

We compare the numbers of membranes used in exe-
cutions of an existing P system [18] and the proposed P
system for minimum graph coloring. The simulations are
executed on a custom simulator, which is programmed in
Python, for asynchronous P systems.

Since the simulator executes P systems with asyn-
chronous parallelism, all of the evolution rules are applied
in a fully asynchronous manner. In other words, any
number of applicable evolution rules is applied in each
step of execution in the simulator. Therefore, the applied
evolution rules differ between executions on the simulator,
and the output of the simulation may differ for the same
input. We first implement the existing P system and the
proposed P system for minimum graph coloring on the
simulator and execute simulations for various inputs. In
the simulation, valid results are obtained for all inputs.

Next, we compare the number of membranes used on
the existing P system and the proposed P system for the
minimum graph coloring. For each number of vertices n
(3 ≤ n ≤ 6), five random graphs are created so that each
edge is connected with probability 1

2 , and the same input
graphs are given to the existing P system and the proposed
P system.

Fig. 4 shows average values of the number of membranes
in the simulation. Since the simulation for the existing P
system for a graph with six vertices did not finish in a valid
execution time, the number of the membranes is omitted
for this case. The number of membranes of the existing P
system increases exponentially with respect to the number
of vertices n. Although the number of membranes in the
proposed P system also increases according to n, the
number of membranes in the proposed P system is more
than 56 percent less than the number of membranes in
the existing P system for each n (3 ≤ n ≤ 5).

V. Conclusions

In the present paper, we proposed the asynchronous P
system with branch and bound for solving the minimum
graph coloring. The P system with branch and bound
reduces the number of membranes by discarding partial
assignments of colors in which the colors of neighboring
vertices are the same.
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Fig. 4. Experimental results

The proposed P system is fully asynchronous and works
in a polynomial number of steps in a maximally parallel
manner and also works sequentially. Although the number
of sequential steps is a power of the number of vertices, the
result indicates that the proposed P system works for any
combination of sequential and asynchronous applications
of evolution rules and guarantees that correct solutions
are output for any case in which any number of evolution
rules are synchronized.

We also showed that the proposed P system outputs
valid results and that the number of membranes in the
proposed P system is as much as 48 percent less than the
number of membranes in the existing P system for the
minimum graph coloring.

In future research, we intend to consider a reduction
in the number of objects and evolution rules used in
the proposed P system. We also intend to consider
asynchronous P systems with branch and bound for other
computationally hard problems.
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Abstract—A multi-objective optimization problem involves a
number of objective functions to be maximized or minimized,
and no single solution exists for the problem because there
is no solution that simultaneously satisfies all of the objective
functions. Therefore, a set of Pareto-optimal solutions, which
are non-dominated solutions for the problem, is defined for the
multi-objective optimization problem.

In the present paper, we consider the multi-objective knap-
sack problem, and propose two optimization algorithms using
swarm intelligence. The first is based on the flower pollination
algorithm (FPA), and the second is based on the artifival bee
colony algorithm (ABC). The experimental results show that the
proposed algorithms obtains a better set of Pareto solutions than
the existing algorithm.

Index Terms—multi-objective knapsack problem, flower polli-
nation algorithm

I. INTRODUCTION

A multi-objective optimization problem involves a number
of objective functions to be maximized or minimized. The
multi-objective optimization problem has been considered in
a number of fields, such as economics or engineering, and the
most optimal solution is needed for the practical problems.

However, there is no single solution for the multi-objective
optimization problem because no solution satisfies all of ob-
jectives simultaneously. Since there exists a trade-off between
two or more conflicting objective functions, the non-dominated
solutions, which are not inferior to the other solutions in all
of the objective functions, are needed for the multi-objective
optimization problem.

The non-dominated solution is called Pareto optimal so-
lution [4], and a set of maximal Pareto optimal solutions
is considered as an optimal solution for the multi-objective
optimization problem. Since the problem for computing the
maximal Pareto optimal solutions for the multi-objective opti-
mization problem is generally computationally hard, a number
of approximation algorithms have been proposed for the
problem.

As an example of the multi-objective optimization prob-
lems, a number of approximation algorithms have proposed
for a multi-objective 0-1 knapsack problem. A standard 0-1
knapsack problem [3] is generally given with a knapsack and
multiple items, and value and weight are defined for each item.
On the other hand, there exists a number of knapsacks in the
multi-objective 0-1 knapsack problem, and values and weights
of items are defined for each knapsack.

A number of approximation algorithms have been proposed
for the multi-objective knapsack problem. In addition, some
algorithms have been proposed based on a group intelligence
optimizations, such as the ant colony algorithm [5] and the
particle swarm optimization and the firefly algorithm [6].

In the present paper, we propose two approximation al-
gorithms for the multi-objective 0-1 knapsack problem using
flower pollination algorithm (FPA) [7] and artifical bee colony
algorithm (ABC) [2].

The FPA is an optimization method based on the process
of the flower pollination. There are two types of pollinations,
which are global and local pollinations. In the global pollina-
tion, pollen is transferred by pollinators such as insects. The
insects are attracted to flowers of bright color and strong smell.
In the local pollination, pollen is transferred from one flower
to the same flower by the wind.

On the other hand, the ABC is an optimization method
based on behavior of honey bees. The bee gathers honey
outside region, and shares information of gathered honey with
other bees when the bee arrives at comb. Then, each bee de-
cides a next way of exploration using exchanged information.
In the ABC, each search is executed by exploration of the
bees.

We implement our proposed algorithm and an existing al-
gorithm [1] in experimental environment, and evaluate validity
of the proposed algorithms. the experimental results show that
our proposed algorithms obtain better sets of Pareto solutions
than the existing algorithm.

II. PRELIMINARIES

A. Multi-objective optimization problem

In this section, we first define the multi-objective opti-
mization problem. We assume that an instance of the prob-
lem is k-dimensional decision vector x. The multi-objective
optimization problem consists of a set of n objective func-
tions {f0(x), f1(x), · · · , fn−1(x)} and a set of k constraint
functions {g0(x), g1(x), · · · , gk−1(x)}. Then, each objective
function is defined as image from x to n objective function
vector y. The definition is mathematically formulated as
follows.

max /min y = {y0, y1, ..., yn−1} = {f0 (x) , f1 (x) , ..., fn−1 (x)}
such that x = (x0, x1, ..., xm−1) ∈ X,

X = {x | ∀i ∈ {0, 1, ..., k − 1}, gi (x) ≤ 0}



In the above definition, X is called as a set of feasible
solutions for the problem.

B. Pareto-optimal solution

Since no solution satisfies all of the objective functions in
the multi-objective optimization problem, a solution that is not
inferior to the other solutions is needed for the multi-objective
problem. The solution is called Pareto optimal solution, and
we first define the dominance relationship of the solutions for
defining the Pareto-optimal solution.

We assume that x1 and x2 are two feasible solutions for
the problem and all objective functions are maximized. Then,
x2 dominates x1 if and only if the following two conditions
holds.

∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, fi (x1) ≤ fi (x2)

∃j ∈ {0, 1, ..., n− 1}, fj (x1) < fj (x2)

In this paper, x1 ≺ x2 denotes x2 dominates x1.
In addition, a feasible solution x is called Pareto optimal

if and only if there is no feasible solution x′ ∈ X such that
x ≺ x′. Since the Pareto-optimal solution is a solution that
cannot be improved in any of the objective function without
degrading one of the other functions, a maximal set of the
Pareto optimal solution is considered as an optimal solution
for the multi-objective optimization problem.

C. The hypervolume indicator

There are various metrics for a set of Pareto-optimal so-
lutions of the multi-objective optimization problem. In the
paper, we evaluate a set of the Pareto-optimal solutions using
hypervolume indicator [4].

Let vx be the volume of the hypercube created by Pareto
optimal solution x and the reference point r. The hypervolume
V for a set of Pareto optimal solutions is defined as follows.

V =
∪
x∈X

vx

Fig. 1 shows an example of the hypervolume indica-
tor in case that the problem is bi-objective. Let X =
{x1,x2,x3,x4} be a set of Pareto optimal solutions. The
hypervolume for X is defined as an union, which is an gray-
shaded area in the figure, of four rectangular regions whose
opposite vertices are a reference point r and (f1(xi), f2(xi)).

III. THE OPTIMIZATION ALGORITHMS FOR THE
MULTI-OBJECTIVE KNAPSACK PROBLEM

In this section, we first introduce definition of the multi-
objective 0-1 knapsack problem, which is a well-known multi-
objective optimization problem. We next explain two common
procedures for two optimization. We finally show our two
proposed optimization algorithms, which are based on the
flower pollination optimization and the artificial bee colony
optimization.

Fig. 1. An example of Hypervolume indicator

A. The multi-objective 0-1 knapsack problem

An input of the multi-objective 0-1 knapsack problem is
given as follows.

• n knapsacks whose capacities are c0, c1, · · · cn−1.
• m items stored in the knapsacks. vi,j and wi,j denote

value and weight of item j for knapsack i, respectively.
Let x = (x0, x1, · · · , xm−1) are m-dimensional Boolean

vector. Then, the multi-objective 0-1 knapsack problem is
formulated as follows.

max y = {f0 (x) , f1 (x) , ..., fn−1 (x)}

fi(x) =

m−1∑
j=0

pi,jxj

s.t. gi (x) =

m−1∑
j=0

wi,jxj

− ci ≤ 0

In the above expression, xj = 1 denotes that item j is stored
in the knapsacks.

B. The common procedures for optimization algorithms

We explain two common procedures used in the proposed
optimization algorithm. The first is a procedure that updates
best Pareto optimal solutions, and the second is a procedure
that repair infeasible solutions, which do not satisfy constraint
functions, to feasible solutions.

1) A procedure for updating best solutions: In the pro-
posed algorithm, Pareto optimal solutions are created at every
iteration. Then, Pareto ranking sort is used as a procedure
for obtaining a set of l best optimal solutions and a set of
Pareto optimal solutions. Let P be a temporal Pareto optimal
solutions, and F is a set of feasible solutions obtained in
the algorithm. Then, a procedure, Pareto ranking sort, is
summarized as follows.
A procedure of Pareto ranking sort:

Step 1: Set P ′ = P ∪ F and r = 1. Then, compute
Pareto rank of each solution in P ′ by repeating the
following sub-steps until P ′ = ϕ.

(1-1) Select Pareto optimal solutions in P ′, and
set Pareto ranks of the selected solutions to
r.



(1-2) Remove the selected solutions from P ′, and
set r = r + 1.

Step 2: Sort all solutions in P ∪ F} according to the
computed Pareto ranks. Then, select l best solutions
{t0, t1, · · · , tl−1} for the next iteration. In addition,
all solutions whose rank is 1 is selected as a set of
Pareto optimal solutions P .

2) A procedure for repairing infeasible solutions: We next
show a procedure that repair infeasible solutions, which do
not satisfy constraint functions, to feasible solutions. In the
procedure, a number of items are removed from a tentative
solution using a greedy method.

Let xi = (xi,0, xi,1, · · · , xi,m−1) be an infeasible solution
obtained the in the proposed algorithm. Then, the following
procedure is executed and the solution is repaired so that all
constraints are satisfied.
A procedure for repairing an infeasible solution:

Step 1: Sort all items in descending order according to the
following value sj (0 ≤ j ≤ m− 1).

sj =

n−1∑
i=0

pi,j
wi,j

Step 2: For each item j (0 ≤ j ≤ m−1) in solution xi, the
following sub-steps are repeated until xi is feasible.

(2-1) Select xi,j that satisfies the following condition.

sj = min{sk | xi,k = 1, 0 ≤ k ≤ m− 1}

(2-2) Set xi,j = 0.
(2-3) Select xi,j that satisfies the following condition.

sj = max{sk | xi,k = 0, 0 ≤ k ≤ m− 1}

(2-4) Set xi,j = 1 and evaluate the solution. In case that
the solution is infeasible, set xi,j = 0 again.

C. An optimization algorithm based on flower pollination

The flower pollination algorithm (FPA) [7] is an optimiza-
tion method inspired by the nature from the pollination process
of flowers. Flower pollination is a transfer of pollen from a
stamen to the stigma of a flower.

The pollination is classified into four kinds of pollination.
Pollination that the pollen is transferred by pollinators such
as insects or animals is called biotic pollination. In this case,
animals and insects are attracted by flowers that have bright
colors and strong smell. 90 % of pollination is classified under
the biotic pollination. On the one hand, biotic pollination
transfer pollen through the wind or diffusion in the water.
10 % of pollination is classified under the biotic pollination.
In addition, pollination can be classified into self-pollination
and cross-pollination. A transfer of pollen from one flower to
the same flower is called as self-pollination, and a transfer of
pollen from one flower to a different flower is called cross-
pollination.

The pollination increases the quality and strength of flowers.
To simulate the pollination process, the following four rules
are used.

• In the global pollination, biotic and cross-pollination are
considered. The pollinators move in a way which obeys
a Levy flight distribution.

• In the Local pollination, biotic and self-pollination are
considered.

• Flower constancy is considered as the reproduction prob-
ability, which is proportional to the similarity of two
flowers involved.

• A choice between global pollination or local pollination
is controlled by a switch probability p ∈ [0, 1].

We now formulate the flower pollination as a optimization
technique. In global pollination, flower pollen are carried over
a long distance by the pollinators such as insects and animals.
To simulate the above first and third rules, the following
equation is used.

xt+1
i = xt

i + γL(λ)(xt
i − b∗) (1)

where xt
i is the solution vector xi at iteration t, and b∗

is the current best solution. γ is a scaling factor to control
the step size. The parameter L(λ) control the strength of the
pollination. In [7], the parameters are suggested to set γ = 0.1
and λ = 1.5. To simulate move of pollinators over a long
distance, the Levy flight distribution, which is given below, is
used.

L(λ) ∼
λΓ(λ) sin(πλ2 )

π

1

S1+λ
(S >> S0 > 0) (2)

Γ(λ) is the standard gamma function. The step size S is
generated by using Gaussian distributions through generating
two random numbers U and V as follows.

S =
U

|V | 1
λ

, U ∼ N(0, σ2), V ∼ N(0, 1) (3)

σ2 =

[
Γ(1 + λ)

λΓ( 1+λ
2 )

sin(πλ2 )

2
λ−1
2

] 1
λ

(4)

To simulate the above second rule as local pollination, the
following equation is defined.

xt+1
i = xt

i + U(xt
j − xt

k) (5)

where xt
j , x

t
k are pollen from different flowers of same plant

and U is a uniform distribution in [0, 1].
We now propose an optimization algorithm for the multi-

objective knapsack problem using FPA. The algorithm consists
of three steps.

An algorithm for the multi-objective knapsack problem
using FPA

Step 1: Create random initial l solutions as m-dimensional
Boolean vector x0

i = (x0, x1, · · · , xm−1) (0 ≤ i ≤
l − 1). Each xk of Boolean vector is 0 or 1 with
provability of 1

2 . Then, store the vector as a set of
solution X . If xj is an infeasible solution, execute
a procedure for repairing for the infeasible solution.



In addition, find a set of Pareto optimal solutions P
in the initial solutions, and choose a best solution b∗

from P .
Step 2: Repeat the following sub-steps T times. (T is a

parameter that denotes the number of generations.)
We assume that t denotes the number of executed
generations in the following.

(2-1) Generate solutions xt+1
i (0 ≤ i ≤ l − 1) as follows.

(2-1-1) Generate a random value r from a uniform
distribution in [0, 1]. In case that p ≤ r,
execute global pollination according to (1).
Otherwise, execute local pollination accord-
ing to (5).

(2-1-2) Convert real values obtained in (2-1-1) into
binary values using the sigmoid function
given below. ( r is a random value in [0, 1].)

xsig =
1

1 + e−xi
(6)

xbin =

{
1 r ≤ xsig

0 (otherwise)
(7)

(2-1-3) In case that the obtained solution is infea-
sible, execute a procedure for repairing the
infeasible solution. Then, store the solution
in a set of solutions F .

(2-3) Execute a procedure of Pareto ranking sort for P and
F , and obtain a set of Pareto optimal solutions P .

Step 3: Output a final P as a set of Pareto optimal solutions.

D. An optimization algorithm based on artificial bee colony

The artificial bee colony (ABC) algorithm [2] is an opti-
mization method inspired by foraging behavior of honey bees.
There are three kinds of bees, which are employed onlooker
and scout bees. Roles of the bees are described below.

• Employed Bees: Employed bees have food sources in-
formation and tried to detect a new food sources. After
detecting a new food sources, the bees return to beehive
and share information of the sources with onlooker bees.

• Onlooker bees: Onlooker bees evaluate information
shared with employed bees, and the bees try to find a new
food sources in the neighborhood of the food sources.

• Scout Bees: Scout bees try to find a new food sources
randomly. After detecting a new food sources, a scout
bee becomes a employed bee.

We now propose an optimization algorithm for the multi-
objective knapsack problem using ABC. We assume that
EB = {eb0, eb1, · · · , ebm1} and OB = {ob0, ob1, · · · , obm2}
denotes sets of employed, onlooker and scout bees, respec-
tively, and the roles of the above bees are formulated in the
algorithm. The algorithm consists of three steps.
A procedure for repairing an infeasible solution for ABC:

Step 1: Sort all items of each knapsack i(0 ≤ i ≤ n − 1)
in descending order according to the following value
si,j (0 ≤ j ≤ m− 1).

si,j =
pi,j
wi,j

Step 2: For each item j (0 ≤ j ≤ m − 1) in solution
xi, the following sub-steps are repeated until xi

is feasible. Then, each bee is responsable for a
knapsack. Suppose that the number of bee m = 100
and knapsack n = 2, i − th bee refer the value of
the knapsack1 s1,j by i% accurancy. On the other
hand, the bee refer the value of the knapsack2 s2,j
by 100− i% accurancy.

(2-1) Select xi,j that satisfies the following condition.

si,j = min{si,k | xi,k = 1, 0 ≤ k ≤ m− 1}

(2-2) Set xi,j = 0.
(2-3) Select xi,j that satisfies the following condition.

si,j = max{si,k | xi,k = 0, 0 ≤ k ≤ m− 1}

(2-4) Set xi,j = 1 and evaluate the solution. In case that
the solution is infeasible, set xi,j = 0 again.

Algorithm: an algorithm for multi-objective 0-1 knapsack
problem using ABC

Step 1: Create initial l solutions in the same as Step 1 of
the algorithm using FPA.

Step 2: Repeat the following sub-steps T times. (T is a
parameter that denotes the number of generations.)

(2-1) Each employed bee ebi executes the following (2-1-
1) ∼ (2-1-4).

(2-1-1) Select other two employed bee ebk1
and

ebk2
randomly. Then, modify a solution

xi = (xi,0, xi,1, · · · , xi,m−1) as follows.

xi,j =

{
xi,j (if xi,j = xk1,j = xk2,j)

xi,j (otherwise)
(8)

(2-1-2) In case that the obtained solution is infea-
sible, execute a procedure for repairing the
infeasible solution.

(2-1-3) Execute a procedure of Pareto ranking sort
for P and a obtained solution.

(2-1-4) Decide whether to transform to scout bee
by a probabilistic choice. (The probability
of the transformation is set to 0.01 in the
paper. ) In case of transformation to a scout
bee, create a new solution in the same as
Step 1. Then, transform to employed bee
again.

(2-2) Each onlooker bee obi executes the following (2-2-1)
∼ (2-2-5).

(2-2-1) Decide whether to keep or destroy a
solution xi by a probabilistic choice. A
probability pi for the choice is calculated as



follows. In the expression, fit(x) denotes
an evaluation value for solution x.

p̂i =
fit(xi)− fitmin(X)

fitmax(X)− fitmin(X)
(9)

fitmax(X) = max{fit(xk) | 0 ≤ k ≤ m2}
fitmin(X) = min{fit(xk) | 0 ≤ k ≤ m2}

(2-2-2) Each onlooker bee that destroys a solution
search a new solution xi as follows.

xi =

{
xgb, r < 0.5

xk, r ≥ 0.5
(10)

In the above expression, xgb is a Pareto
optimal solution whose humming distance is
closest to the solution xi, and r is a random
number generated from a uniform distribu-
tion in [0, 1]. In addition, xk is a solution of
an onlooker bee selected randomly.

(2-2-3) Execute binary swap for the solution xi as
follows.

xi,u = xiu (11)

xi,v =

{
xiv, (ifxi,u = xi,v)

xi,v, (otherwise)
(12)

(2-2-4) In case that the obtained solution is infea-
sible, execute a procedure for repairing the
infeasible solution.

(2-2-5) Execute a procedure of Pareto ranking sort
for P and a obtained solution.

Step 3: Output P as a set of Pareto optimal solutions.

IV. EXPERIMENTAL RESULTS

Our proposed algorithm and an existing algorithm [1] are
implemented using C++, and we compare Pareto optimal
solutions and hypervolume indicators.

First, we describe parameters of the multi-objective 0-1
knapsack problem. The values of the variables used in the
simulation are as follows.

• The number of knapsacks n: 2
• The number of items m: 500
• A value of item pi,j (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m):

a randomly generated integer in [10, 100]
• A weight of item wi,j (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m):

a randomly generated integer in [10,100]
• A capacity of a knapsack ci (1 ≤ i ≤ n):

ci =
1
2

∑m
j=1 wi,j

Fig. 2 shows a part of our experimental results. Pareto
optimal solutions obtained by the proposed algorithms are
distributed in wider range than the solutions obtained by the
existing algorithm.

Table I shows hypervolume indicators of the algorithms.
The hypervolumes of the proposed algorithms are better than
the existing algorithm.

Fig. 2. Pareto optimal solutions of the algorithms

TABLE I
HYPERVOLUME INDICATORS OF THE ALGORITHMS

FPA ABC The existing algorithm
3.78× 108 3.90× 108 3.74× 108

V. CONCLUSIONS

In this paper, we proposed an approximation algorithm for
the multi-objective 0-1 knapsack problem using FPA and ABC.
We implemented our proposed algorithms and an existing
algorithm in experimental environment, and showed validity
of the proposed algorithm from the viewpoint of hypervolume
indicator.

As our future research, we are considering improvement
of our proposed algorithm for diversity of the Pareto optimal
solutions, and also considering reduction of the execution time
of the proposed algorithms.
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局所性を考慮した辺交換ゲームの収束性と均衡の効率

吉村　正太郎 ∗ 山内　由紀子 ∗

概要

Peer-to-Peer型システムのように，不特定多数の

参加者によって形成されるネットワークの性質の解

析には利己的な参加者によゲームによるモデル化が

有効であると考える．さらに，それらのゲームで得

られた知見によって各プロセスの利己的．局所的な

最適化による分散アルゴリズムの設計方針が得られ

ると期待する．

Alon らは辺交換ゲーム（Swap Game, SG）を

提案した [1]．これは Fabrilkantらの提案したネッ

トワーク構成ゲーム（Network Creation Game,

NCG）[3] の特殊な状況を取り出した戦略形ゲーム

である．SGでは，最初に n個の頂点をプレイヤー

とする無向グラフ G0 が与えられ，プレイヤーは辺

交換，すなわち自身の接続辺を別のプレイヤーに

繋ぎ変える操作を行うことで新たなグラフを生成

し，他のプレイヤーとの距離に依存する自身のコス

トを改善していく．このゲームは特に G0 を木とし

たときに，均衡への収束性を持つことが知られて

いる [4, 5]．Bilò らは，NCG において，各プレイ

ヤーが全てのプレイヤーとの距離といった大域的情

報を得られるという仮定を緩和し，各プレイヤーが

自身の k-近傍，すなわち自身から距離 k 以内にい

るプレイヤーによる誘導部分グラフのみを観測でき

るという条件の下での NCG を提案した [2]．この

ゲームでは，k をある程度小さく設定した際に，元

の NCGには現れない直径がプレイヤー数に依存し

て大きくなる均衡が数種類見つかっており，例えば

k ≤ n/2− 1の時には直径が ⌊n/2⌋となる均衡が示
されている．

∗ 九州大学大学院システム情報科学府

本稿では Bilò らの局所性の制約を G0 を木とす

る SGに取り入れたゲームを提案し，このゲームに

おける収束性や均衡を示す．この制約を加えた SG

は元の SGと同様に収束性を持ち，k ≤ 3の場合に

大域的情報を知ることができる場合 [1]には表れな

い，直径がプレイヤー数 n に比例するような均衡

が出現する一方で，k ≥ 4の場合には，大域的情報

を知ることができる場合と同様に直径が高々 3の均

衡しか存在しないことを示す．グラフの直径が大き

いほどプレイヤー同士の距離が離れて各プレイヤー

のコストが増大するので，この結果は全プレイヤー

のコストを最適にするためには，視界の大きさが

k = 4であれば十分であることを示している．
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個体群プロトコルにおける半数分割の可解性の解明

安見　嘉人, 大下　福仁, 井上　美智子

奈良先端科学技術大学院大学

概要

本研究では，個体群プロトコルモデルにおける半数分割問題に着目する．個体群プロトコ

ルモデルとは，個体と呼ばれる低能力のデバイスで構成されるネットワーク上の計算を表現

する抽象モデルである．半数分割問題とは，その全個体を二つの同サイズのグループに分け

ることを目的とした問題である．先行研究では，半数分割問題について，４つの仮定（基地

局の存在，公平性，デバイスの初期状態，プロトコルの対称性）の下での空間計算量を考え

ていた．本研究での主な成果は以下の二つである．１）上記の 4つのいくつかの仮定の下で，

より厳密な空間計算量を示した．この結果と先行研究の結果から，その４つの仮定の下での

半数分割問題に対する空間計算量を完全に明らかにした．２）新たにグラフトポロジの仮定

（デバイス間の通信に制限を加える仮定）を考え，既存の仮定との各組合せに対して問題を考

え，その多くの組合せで空間計算量を明らかにした．

1 はじめに

個体群プロトコルモデル (population protocol model)[1] とは，低能力のデバイス（個体，

agent）で構成されるネットワーク上の計算を表現する抽象モデルである．このモデルでは，個体

がそれぞれ状態を持ち，他の個体と交流を繰り返すことで状態を更新して計算を進める．このと

き，どの個体がどの順序で交流するかをシステム自体はコントロールできない．このモデルの応

用として，低性能な分子ロボットを用いた分子スケールのシステムが挙げられる．このシステム

では，多数の分子ロボットが協力して体内の情報を収集したり，病気の細胞へ薬を届けたりする

応用が考案されている．また，別の応用として，鳥や小動物に取り付けたセンサで構成されるセ

ンサネットワークなども挙げられる．

これまでに個体群プロトコルモデルに対する多くのアルゴリズムが研究されている [2]．例え

ば，全体の個体数を求めるアルゴリズム [3]，リーダー選挙アルゴリズム [4] などが提案されて

いる．

本稿では，個体群を同サイズに 2分割する半数分割問題 [5]に注目する．これは個体がもつ状

態を最終的に 2状態に収束させ，それぞれの状態の個体数を同数にするという問題である．半数

分割問題の応用例として，分割した一方の個体群だけを動作させることによるエネルギー消費の

低減，分割した個体群による別々のタスクの同時実行などが考えられる．

本稿では半数分割問題についての可解性を考察する．その際，システムの仮定として基地局の



表 1 完全グラフで半数分割問題を解くための最小状態数，ここで P は個体数の上界．

基地局 公平性
初期値一定 初期値任意

非対称遷移あり 非対称遷移なし 非対称遷移あり 非対称遷移なし

あり
全体公平性 3 3 4 4

弱公平性 3 3 P ∗ P + 1∗

なし
全体公平性 3 4 不可 不可

弱公平性 3 不可 不可 不可

* Our contribution

表 2 任意グラフで半数分割問題を解くための最小状態数，ここで P は個体数の上界．

基地局 公平性
初期値一定 初期値任意

非対称遷移あり 非対称遷移なし 非対称遷移あり 非対称遷移なし

あり
全体公平性 3∗ 3∗ ≥ 4?∗ ≥ 4?∗

弱公平性 ≤ 3P + 1∗ ≤ 3P + 1∗ 不可 ∗ 不可 ∗

なし
全体公平性 4∗ 5∗ 不可 不可

弱公平性 不可 ∗ 不可 不可 不可

* Our contribution

有無，公平性，グラフトポロジ，実現するアルゴリズムの性質として，非対称遷移の有無，基地

局以外の個体の初期値の設定を考える．基地局とは強力な能力をもつ特別な個体で，1台の基地

局を仮定することで良い性質を実現できる可能性がある．弱公平性は各個体間で交流が無限回発

生することのみを仮定している．詳細は後述するが，全体公平性は弱公平性よりも強い仮定であ

る．完全グラフでは，全ての個体が交流可能であることを仮定している．対して任意グラフでは，

交流できる個体に制限を加えている．非対称遷移のあるプロトコルは，個体間で対称性を破壊す

る仕組が必要であり，分子ロボットのような低性能な個体では実現が難しい．そのため非対称遷

移のないプロトコルが望まれる．初期値が一定の場合，実行開始時に個体の初期化が必要となる．

初期値が任意の場合，基地局以外の個体の初期化が必要ない．そのため，一時故障が発生して個

体が任意の状態になったとしても，基地局を初期化するだけで目的の状況を達成することがで

きる．

本研究では，完全グラフについては，基地局あり，弱公平，初期値一定の仮定の下での半数分

割問題の可解性を明らかにした（表 1）．完全グラフの場合，この結果と先行研究の結果を合わせ

て，全仮定の組合せについて，可解性を完全に明らかにした．さらに，任意グラフの場合も多く

の設定において可解性を明らかにした（表 2）．自然数 n(= 3, 4, 5, P, P + 1)の項目は，状態数 n

のアルゴリズムが存在し，状態数 n− 1のアルゴリズムが存在しないことを示す．ここで，P は

個体数の上界を表す．≤ 3P + 1の項目では個体数の上界 P に対して 3P + 1状態で問題を解く

アルゴリズムが存在することを表す．≥4?の項目は状態数 3 では不可能であることのみを表す．

2



また，不可は状態数によらずアルゴリズムの実現が不可能であることを示す．

2 諸定義

個体群プロトコルモデルでは，個体群と呼ばれる連結グラフ G(V,E)によってシステムが構成

される．ここで，V は個体の集合であり，E ⊆ V × V は辺の集合である．各辺は交流可能かど

うかを表している．つまり，もし個体 u ∈ V と v ∈ V が交流可能であれば，(u, v) ∈ E である．

プロトコル P は，各個体の取りうる状態 (state)の集合 Qと Q上の遷移の集合の組で定義さ

れる．各遷移は，(p, q) → (p′, q′)の形で表され，これは状態 pを持つ任意の個体 xと状態 qを持

つ任意の個体 y が交流したとき，xは状態 pから状態 p′ に変わり，y は状態 q から状態 q′ に変

わることを表す．プロトコル P において，すべての状態のペア (p, q)に対して，ただひとつの遷

移 (p, q) → (p′, q′)が存在するならば，P は決定性のプロトコルであるという．本稿では決定性

のプロトコルのみを考慮する．遷移 (p, q) → (p′, q′)に対して，p = q かつ p′ ̸= q′ ならば，その

遷移を非対称遷移と呼ぶ．そうでない遷移は対称遷移と呼ぶ．プロトコルが対称遷移のみを含む

場合，そのプロトコルを対称なプロトコルと呼ぶ．プロトコルが対称遷移と非対称遷移を含む場

合，そのプロトコルを非対称なプロトコルと呼ぶ．

個体群の大域的な状態を状況 (configuration)と呼び，すべての個体の状態を要素としたベクト

ルで表す．ある状況 C と C ′ において，C ′ が個体のペアの一回の交流によって C から得られる

とき，C → C ′ と表す．これは，状況 C において状態 pの個体 xと状態 qの個体 yが存在し，あ

る遷移 (p, q) → (p′, q′)によって，個体 xと y の状態が p′ と q′ へ変わった状況 C ′ に遷移するこ

とを表す．

無限状況列 E = C0, C1, C2, . . .がそれぞれの i(i ≥ 0)において Ci → Ci+1 を満たすとき，E

をプロトコルの実行という．ある実行 E において，全ての個体同士が無限回交流するとき，E を

弱公平な (weakly fair)実行という．ある実行 E において，C が無限回発生するならば，C → C ′

が成り立つすべての C ′ も無限回発生するとき，E を全体公平な (globally fair)実行という．

本稿では基地局ありモデルと基地局なしモデルの 2つを考える．基地局ありモデルでは，個体

集合の中に，他の個体と区別可能な基地局 (base station)が一つ存在することを仮定する．他の

個体の能力（メモリ量など）が非常に弱いのに対し，基地局は強力な能力を仮定することができ

る．基地局なしモデルでは，基地局が存在しない．

状態集合 Q は，基地局の状態集合 Qb と基地局以外の状態集合 Qp に分割される．すなわち，

Q = Qb ∪ Qp, Qb ∩ Qp = ∅ を満たす．なお，基地局なしモデルでは Qb = ∅, Qp = Qとなる．

基地局を除いた個体の数を nと表す．また，初期状態では基地局も含めて全ての個体が nを知ら

ないものとする．

Ap を基地局以外の全ての個体の集合とし，個体 x ∈ Ap に対して，sx を x の状態とする．

f : Qp → {red, blue} を基地局以外の個体の状態を red, blue へ関連付ける関数とする．実行

E = C0, C1, C2, . . .が半数分割問題を解くとは，以下の条件を満たす tと Ap の分割 R, B が存

在することである．

1. ||R| − |B|| ≤ 1

2. 全ての t′ ≥ tで状況 Ct′ において，∀x ∈ R : f(sx) = redかつ ∀x ∈ B : f(sx) = blueが
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成立

プロトコル Pの全ての実行 Eが半数分割問題を解くとき，プロトコル Pは半数分割問題を解

くと定義する．

3 結果

本稿では，基地局がなく，全体公平性を仮定したシステムにおいて，任意グラフ上で，非対称

遷移があり，各個体の初期値が一定の仮定の下での半数分割問題を考える．具体的には，その仮

定の下で，4状態で問題を解くアルゴリズムと 3状態の不可能性の結果を示す．

3.1 アルゴリズム

本節では，基地局がなく，全体公平性を仮定したシステムにおいて，任意グラフ上で，非対称

遷移があり，各個体の初期値が一定，状態数が 4の半数分割アルゴリズムを示す．

各個体の状態集合は Q = {rω, bω, r, b}とする．ここで f(rω) = f(r) = red, f(bω) = f(b) =

blueとし，個体の初期状態は rω とする．アルゴリズムの遷移規則を Algorithm 1に示す．

アルゴリズムの基本戦略は以下の通りである．

トークン (rω と bω)を持つ個体同士が交流した際に，トークンを 2つ消して，redの個体数を

1減らし blueの個体数を 1増やすような遷移（遷移 1と 6）を行う．トークンは状態の交換によ

りグラフ中を移動するため（遷移 2，3，4，5），全体公平性から，トークンが 2つ以上存在すれ

ばいつかトークンを持つ個体同士の交流が発生する．遷移 1と 6では，トークンは 2つずつ消え

るため，全トークンが消えるまでにこのような遷移は ⌊n/2⌋回発生する（nは個体数）．結果とし

て，redの個体数が ⌊n/2⌋個減り，blueの個体数が ⌊n/2⌋個増える．個体は初期状態として red

を持つため，全トークンが消えたとき，redの個体数が ⌈n/2⌉個，blueの個体数が ⌊n/2⌋個とな
り，半数分割が達成される．

Algorithm 1 Uniform bipartition protocol

Transition rules

1. (rω, rω) → (r, b)

2. (rω, r) → (r, rω)

3. (bω, b) → (b, bω)

4. (rω, b) → (r, bω)

5. (bω, r) → (b, rω)

6. (rω, bω) → (b, b)

3.2 不可能性

本節では，基地局がなく，全体公平性を仮定したシステムにおいて，任意グラフ上で，非対称

遷移があり，各個体の初期値が一定のとき，個体の状態数が 3以下では問題を解くことが不可能
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であることを示す．

まず，redの個体数と blueの個体数に関する記法を以下に定義する．

Definition 1. ある個体群 V に対し，V に属する個体の中で redである数を#red(V )，blueで

ある数を #blue(V )と表す．文脈から明らかであれば，#red, #blueと表す．

証明は以下の手順で行う．背理法から，3状態で問題を解くアルゴリズム Alg が存在するとす

る．まず，個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフに対する Alg の全体公平実行で，各個体は状

態を無限回別の状態に遷移させることを示す．その後，そのような実行では，個体が 3状態しか

持てなければ，1状態しか存在しない色が存在し，その状態は安定状況以降に別の色に遷移する

ことになるため Alg が問題を解くことと矛盾することを示す．

Theorem 1. 基地局がなく，全体公平性を仮定したシステムにおいて，任意グラフ上で，非対称

遷移があり，各個体の初期値が一定のとき，個体の状態数が 3で半数分割問題を解くアルゴリズ

ムが存在しない．

背理法から，そのようなアルゴリズム Alg が存在するとする．

まずは，個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフに対する実行で，各個体は状態を無限回別の状

態に遷移させることを示す．

Lemma 1. 個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフ G(V,E)に対して半数分割アルゴリズム Alg

を適用した任意の全体公平実行 Ξについて，各個体は状態を無限回別の状態に遷移させる．

Proof. 証明の概略は，以下の通りである．背理法から，個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフ

G(V,E)に対する半数分割アルゴリズム Alg を適用した任意の全体公平実行 Ξについて，ある状

況 C 以降にある個体 vα が状態を変化させない．ここで，vα に隣接する任意の個体を vβ とする．

状態数が有限であるため，状況 C 以降に無限回発生する状況 Ct が存在する．つづいて，グラ

フ G(V,E)と同型な 2つのグラフを G1(V1, E1)と G2(V2, E2)とする．さらに，G1(V1, E1)で

G(V,E)の vα に対応する個体を v1 とし，G2(V2, E2)で G(V,E)の vβ に対応する個体を v2 と

する．G1(V1, E1) と G2(V2, E2) をただ 1 つの辺 (v1, v2) で繋いだグラフ G′(V ′, E′) を考える．

G′(V ′, E′)に対して，G1(V1, E1)と G2(V2, E2)でそれぞれ実行 Ξで Ct に到達するまでと同様

の交流を行い，その後は G′(V ′, E′)が全体公平を満たすように交流する実行 Ξ′ を考える．Ξが

全体公平であることから，以下がいえる．Ξ′ では，

• Ξで Ct 以降に vβ が持つ状態を v2 が持つ限り，v1 は状態を変えない．

• v1 が状態を変えない限り，Ξで Ct 以降に vβ が持つ状態以外を v2 は持たない．

これらの事実から，Ξ′ で v1 は状態を変化させず，Ξで Ct 以降に vβ が持つ状態以外を v2 は持

たない．よって，Ξ′ で，G1(V1, E1)の各個体は G2(V2, E2)の存在に気付けず，G2(V2, E2)の各

個体も G1(V1, E1) の存在に気付けない．したがって，収束状況の V に対して，収束状況の V1

と V2 では，#red(V ) = 　#red(V1) = #red(V2) かつ #blue(V ) = #blue(V1) = #blue(V2)

である．G(V,E) は奇数であるため，その収束状況では #red(V ) − #blue(V ) = 1 もしくは

#blue(V )−#red(V ) = 1である．よって，Ξ′ の G′(V ′, E′)では色の差が 2となる状況が無限
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に続く．これは，矛盾．

以下から詳細な証明を示す．個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフ G(V,E)を考える．ここ

で，V = {v1, v2, v3, . . ., vn}とする．背理法から，ある実行 Ξ = C0, C1, C2, C3, . . .で有限回

しか状態を遷移させない個体 vα が存在するとする．仮定から，実行 Ξには vα がそれ以降にある

状態 pから状態を遷移させない無限回発生する収束状況 Ct が存在する．Ct では一般性を失わず

#red(V )−#blue(V ) = 1とする．また，vα に隣接する任意の個体を vβ とする．

つづいて，以下のようなグラフ G′(V ′, E′)を考える．

• V ′ = {v′1, v′2, v′3, . . ., v′2n} である．さらに，V ′
1 = {v′1, v′2, v′3, . . ., v′n}, V ′

2 = {v′n+1,

v′n+2, v
′
n+3, . . ., v

′
2n}とする．

• E′ = {(v′x, v′y), (v′x+n, v
′
y+n) ∈ V ′ × V ′ | (vx, vy) ∈ E} ∪ {(v′α, v′n+β)}である．

G′(V ′, E′)に対して，以下のような実行 Ξ′ = C ′
0, C

′
1, C

′
2, C

′
3, . . .を考える．

• i ≤ tに対して，vx と vy が Ci → Ci+1 で交流するとき，v′x と v′y が C ′
2i → C ′

2i+1 で交流

し，v′x+n と v′y+n が C ′
2i+1 → C ′

2i+2 で交流する．

• C ′
2t 以降は，全体公平性を満たすように交流する．

E′ の定義から，V ′
1 の 2 個体間、V ′

2 の 2 個体間にはそれぞれ E と同様に辺が存在するた

め，このような実行は可能である．実行の定義から，ある 1 ≤ x ≤ n に対して，s(v′x, C
′
2t) =

s(v′x+n, C
′
2t) = s(vx, Ct)である．

C ′
2t 以降の任意の状況 C ′

m に対して，∀v′x ∈ V ′
1 と ∀v′y ∈ V ′

2 に関してそれぞれ s(v′x, C
′
m) =

s(vx, Ca) である Ca と s(v′y+n, C
′
m) = s(vy, Cb) である Cb が Ξ で無限回発生していることを

状況のインデックスを使った帰納法で示す．仮定から，そのような C ′
m では常に s(v′α, C

′
m) =

s(v′α+n, C
′
m) = pが成り立つ．

まず，m = 2t のとき，つまり，C ′
2t のときは，Ct が条件を満たすため成り立つ．つづいて，

C ′
m(m ≥ 2t) のとき成り立つとして，C ′

m+1 で成り立つかどうか考える．C ′
m → C ′

m+1 での交

流が v′α, v
′
β+n 間の交流である場合とそうでない場合の二つの場合を考える．まず，v′α, v

′
β+n 間

の交流でない場合を考える．v′i ∈ V ′
1 , v

′
j ∈ V ′

2 であるような v′i, v
′
j 間に存在する辺は (v′α, v

′
β+n)

のみである．よって，C ′
m → C ′

m+1 で交流する個体 v′i, v
′
j は v′i, v

′
j ∈ V ′

1 か v′i, v
′
j ∈ V ′

2 であ

る．仮定から，∀v′x ∈ V ′
1 と ∀v′y ∈ V ′

2 に関してそれぞれ s(v′x, C
′
m) = s(vx, Ca) である Ca と

s(v′y+n, C
′
m) = s(vy, Cb)である Cb が Ξで無限回発生している．v′i, v

′
j ∈ V ′

1 ならば，Ca で vi,

vj が交流することで条件を満たす Ca′ に遷移可能である．v′i, v
′
j ∈ V ′

2 ならば，Cb で vi−n, vj−n

が交流することで条件を満たす Cb′ に遷移可能である．Ξは全体公平性を満たすため，そのよう

な Ca′ と Cb′ は Ξ で無限回発生するため，この場合は成り立つ．つづいて，v′α, v
′
β+n 間の交流

である場合を考える．仮定から，s(v′β+n, C
′
m) = s(vβ , Cb) を満たす Cb が Ξ で無限回発生する

ため，vα は状態を Ct 以降に遷移させないことから遷移規則 (s(vβ , Cb), p) → (s, p)が存在する

(s は任意の状態)．よって，v′α が v′β+n と交流した後も v′α は状態 p を維持する．したがって，

∀v′x ∈ V ′
1 に関して s(v′x, C

′
m+1) = s(v′x, C

′
m) = s(vx, Ca)であり，そのような Ca は Ξで無限回

発生している．また，仮定から s(v′α, C
′
m) = s(v′α+n, C

′
m) = p であるため，v′β+n は v′α と交流

したとき，v′α+n と交流したときの遷移と同様の遷移を行う．よって，仮定から ∀v′y ∈ V ′
2 に関し
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て s(v′y+n, C
′
m) = s(vy, Cb)である Cb が Ξで無限回発生しているため，そのような Cb で vα, vβ

が交流したとき条件を満たす Cb′ に遷移可能である．Ξは全体公平性を満たすため，そのような

Cb′ は Ξで無限回発生する．

したがって，∀v′x ∈ V ′
1 と ∀v′y ∈ V ′

2 に関してそれぞれ s(v′x, C
′
m) = s(vx, Ca) である Ca と

s(v′y+n, C
′
m) = s(vy, Cb)である Cb が Ξで無限回発生している．

この事実と Ct 以降に #red(V ) − #blue(V ) = 1 であることから，C ′
t 以降は #red(V ′

1) −
#blue(V ′

1) = 1 かつ #red(V ′
2) − #blue(V ′

2) = 1 である．よって，C ′
t 以降は #red(V ′) −

#blue(V ′) = 2を常に満たす．Ξ′ は全体公平性を満たすため，これは矛盾．

つづいて，補題 1から，状態数 3で半数分割問題を解くアルゴリズムが存在しないことを示す．

Algが取りうる状態集合を S = {s1, s2, s3}とする．ここで，一般性を失わず，f(s1) = f(s2) =

red，f(s3) = blueとする．個体数 n < P/2が奇数の任意のグラフ Gに対する Alg の実行 Ξを

考える．補題 1から，Ξのある状況 Ct 以降に各個体は状態を無限回別の状態に遷移させる．よっ

て，Ct 以降の収束状況以降にも状態を無限回別の状態に遷移させるため，状態 s3 を持つ個体も

redの状態に遷移する．これは，収束状況であることと矛盾．

4 結論

本稿では，完全グラフ，基地局あり，弱公平，初期値一定の仮定の下での半数分割問題の可解

性を明らかにした．この結果と先行研究の結果を合わせて，完全グラフの場合の全仮定の組合せ

について，可解性を完全に明らかにした．

また，任意グラフの場合，多くの仮定で可解性を解明した．

今後の課題として，以下の解明が考えられる．

• 今回解明できなかった残りの設定についての空間計算量
• 分割数が任意の場合の可解性
• 分割問題と他の問題 (リーダー選挙やカウンティングなど)との関係

• 分割問題の時間計算量
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概要 機械学習の中でも時系列分析に向いている LSTM を⽤いて外国為替価格の変動予測
を⾏う. 実際の現場で設定されている取引時間から問題を定義し, 最適解を導く. 本研究で
は, 為替の変動データに対し, どのようにアプローチをかけ, 最適な形で LSTM に⼊出⼒さ
せればより精度の⾼いものになるのかを考え, 検証する.  
 
1.はじめに 
 ビッグデータとは, 従来のデータベース
管理システムなどでは記録や保管・解析が
難しいような巨⼤なデータ群のことである. 
明確な定義があるわけではなく, 企業向け
情報システムメーカーのマーケティング⽤
語として多⽤されている. 多くの場合, ビ
ッグデータとは単に量が多いだけでなく, 
様々な種類・形式が含まれる⾮構造化デー
タ・⾮定型的データであり, さらに, ⽇々膨
⼤に⽣成・記録される時系列性・リアルタイ
ム性のあるようなものを指すことが多い. 
今までは管理しきれないため⾒過ごされて
きたそのようなデータ群を記録・保管して
即座に解析することで, ビジネスや社会に
有⽤な知⾒を得たり, これまでにないよう
な新たな仕組みやシステムを産み出す可能
性が⾼まるとされている.   
 時系列データを⼊⼒に⽤いたニューラル
ネットワーク(Neural Network : NN)を構築
する際には, 過去のデータを記憶しておく
必要があるため, 隠れ層の計算結果を⾃⾝
に再び⼊⼒する再帰的な構造をもったリカ

レントニューラルネットワーク(Recurrent 
Neural Network : RNN)を⽤いる[5]. しか
し, ⻑期間の時間依存性が失われてしまう
デメリットを抱えているので, 内部に値を
保 持 す る た め の メ モ リ セ ル を 導 ⼊ し た
Long Short-Term Memory(LSTM)と呼ばれ
るものにニューロンを置き換える. NN は隠
れ層の数や学習回数(epochs)を増やすこと
でより細かく解析することができる.  
 本研究のこれまでの成果としては, 外為
オプションから定義した外為レート予測問
題を定義し, それに対してどのような購⼊
をすれば利益が得られるのかを⾃作のアル
ゴリズムで検証してきた[2][3][4]. また, 
機械学習を⽤いて波形そのものを予測する
ことも⾏なった[1]. 今回は LSTM の隠れ層
の数や epochs などのパラメータを調整し, 
より精度の⾼い予測を⽬的とする. ⽤いる
データは Google BigQuery を⽤いて GMO
クリック証券で実際に使われている為替取
引データである. 取得済みの 1 年分のデー
タで解析と予測を⾏い, 精度を検証する. 



以降, 2 章で外為レート予測問題について定
義する. 3 章と 4 章では RNN と LSTM の構
造について紹介する. 5 章で解析に⽤いてい
るデータについて説明する. 最後に, まと
めと今後の展望について述べる.  
 
2.外為レート予測問題 
 GMO クリック証券では 1 回の取引区間
が 3 時間となっており, 1 ⽇に 10 回設けら
れている. 3 時間のうちに何回でも購⼊と売
却を繰り返すことができるが, 空売りする
ことはできず, 終了 2 分前まで取引を⾏う
ことができる. 取引画⾯を以下の図 1 に⽰
す.  
 

 
図 1:GMO クリック証券の取引画⾯ 

 
 任意の基準値を選択するとその基準値に
応じた円安・円⾼の購⼊・売却価格が表⽰さ
れる. 外国為替の変動予測を解くに当たっ
て, 以下のように問題を定義する. 
 
 𝑇" = {0,1,2, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}とし,外為レ
ート関数を 𝑓.: 𝑇" → 𝑅 +とする. ここで, 
𝑅 +は正の実数の集合である. 外為レート
予測問題は, 時刻𝑡(0 ≦ 𝑡 ≦ 𝑛)において, あ
る基準レート𝑣に対し,  

𝑓.(𝑛 + 2) ≧ 𝑣(レート安) 
𝑓.(𝑛 + 2) < 𝑣(レート⾼) 

 
これらのうち, どちらになるかを予測する
問題である. この問題は以下の 2 つのパタ
ーンが存在する.  
 
 (1) 購⼊のみを⾏う 
 (2) 購⼊と売却の両⽅を⾏う 
 
外為レート予測問題は基準レート𝑣に対し
て, 時刻0~𝑛の間に購⼊と売却を⾏い, 利益
を最⼤にする問題である. 購⼊・売却には円
安・円⾼の 2 種類が存在し, 以下のように購
⼊・売却価格関数を定義する. また, 購⼊可
能な単位は 1 とする.  
 
円安購⼊関数 

𝐵; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 : 𝑇"×𝑅 +×𝑅+→ [0. .2] 
円⾼購⼊関数 

𝐵@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 : 𝑇"×𝑅 +×𝑅+→ [0. .2] 
円安売却関数 

𝑆; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 : 𝑇"×𝑅 +×𝑅+→ [0. .2] 
円⾼売却関数 

𝑆@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 : 𝑇"×𝑅 +×𝑅+→ [0. .2] 
 
このとき, 以下の式が成り⽴つ.  
 

𝐵; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 + 𝑆@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 = 2
𝐵@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 + 𝑆; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 = 2 

 
 次に利益について考える. 時刻𝑡において, 
基準レート𝑣で円安購⼊し, 時刻𝑠 𝑡 < 𝑠 ≤
𝑛, 𝑠 ≠ 𝑡 + 1 した場合の利益𝑃; 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣 は以



下のようになる.  
 
𝑃; 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣 = 𝑆; 𝑠, 𝑓 𝑠 , 𝑣 − 𝐵; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣  

 
満期𝑠 = 𝑛 + 2のとき 
 

𝑃; 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣

= 2 − 𝐵; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 ⋯ 𝑓 𝑛 + 2 ≥ 𝑣
−𝐵; 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 ⋯ 𝑓 𝑛 + 2 < 𝑣  

 
円⾼の場合も同様に定義する. 時刻𝑡におい
て, 基準レート𝑣で円⾼購⼊し, 時刻𝑠 𝑡 <
𝑠 ≤ 𝑛, 𝑠 ≠ 𝑡 + 1 した場合の利益𝑃@ 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣
は以下のようになる.  
 
𝑃@ 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣 = 𝑆@ 𝑠, 𝑓 𝑠 , 𝑣 − 𝐵@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣  

 
満期𝑠 = 𝑛 + 2のとき 
 

𝑃@ 𝑡, 𝑠, 𝑓, 𝑣

= 2 − 𝐵@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 ⋯ 𝑓 𝑛 + 2 < 𝑣
−𝐵@ 𝑡, 𝑓 𝑡 , 𝑣 ⋯ 𝑓 𝑛 + 2 ≥ 𝑣  

 
これら 2 つの最⼤値を利益𝑃とし, これを最
⼤化する.  
 
3.RNN 
 通常の NN では時系列データの処理をす
ることができないので, 隠れ層の状態を再
帰的に⼊⼒する RNN が考案された[5]. こ
れにより, RNN は時刻𝑡における隠れ層の値
が時刻𝑡の⼊⼒だけでなく, 時刻𝑡 − 1の隠れ
層の値も⽤いて計算される. これによって
過去のデータを考慮した学習がなされる. 

RNN の概要を以下の図 2 に⽰す.  

 
図 2:RNN の概要 

 
 時刻𝑡における⼊⼒𝑥Jが係数⾏列𝑈を通過
し, 隠れ層へ伝達される. また, 係数⾏列
𝑈, 𝑉は隠れ層に戻るときと出⼒されるとき
に通過する係数⾏列である. このとき, 時
刻𝑡における隠れ層の値ℎJと出⼒𝑦Jは以下の
ように定義される.  
 

ℎJ = tanh 𝑊 ℎJTU + 𝑈 𝑥J  
𝑦J = 𝑉 ∙ ℎJ 

 
 これらを何層も重ねて RNN を構成する.  
⼊⼒データのサイズに合わせて RNN を展
開することによって, 通常の NN と同様に
誤差逆伝播法を適⽤することができる. 以
下の図 3 に展開した RNN の概要を⽰す.  

 
図 3:展開した RNN の概要 



4.LSTM 
 通常の RNN では 1 つ前の隠れ層の値を再
帰的に⼊⼒していたが, この⽅法では⼊⼒
データが⻑くなると計算時間が極端に⻑く
なってしまう⽋点がある. それに加え, 深
いネットワークになると誤差逆伝播のアル
ゴリズムでは勾配が消失(発散)する問題が
⽣じてしまう[7]. また, 離れたデータ間で
誤差が拡散してしまい, うまく相関が取れ
ないといった問題も挙げられる. これらの
問題を解決するため, 隠れ層をデータの記
憶に特化したユニットである Long Short-
Term Memory(LSTM)に置き換えることが
提案された[6]. LSTM の概要を以下の図 4
に⽰す 

 

図 4:LSTM の概要 
 
 ⾒かけ上は通常の RNN と同じだが, 内部
に⼊⼒ゲート, 出⼒ゲート, 忘却ゲートの 3
つのゲートと値を保持するメモリセルを持
った構造をしている. それぞれのゲートの
役割と内部構造をそれぞれ以下の表 1 と図
5 に⽰す.  
 

表 1:LSTM 内の役割 
名称 役割 

⼊⼒ゲート 
⼊⼒された情報をどの程度

受け取るかを決める 

出⼒ゲート 
保存した情報をどの程度出

⼒するかを決める 

忘却ゲート 
メモリセル内に過去の情報
をどの程度残すかを決める 

メモリセル 過去の情報を保持する 
 

 
図 5:LSTM の内部構造 

 
 LSTM を⽤いた時系列予測の関連研究に
RNN の改良として, 係数⾏列に単位⾏列
(Identity matrix)を⽤いる IRNN と呼ばれる
⼿法がある[6].  通常の RNN よりも離れた
データ間での相関が得られやすいとされて
いる. これは活性化関数に Rectified Linear 
Unit(ReLU)関数を⽤いており, シンプルな
構造になっている. しかし ReLU 関数の特
性として演算結果がマイナス値になった場
合には 0 を返してしまうので内部での演算
が楽になる反⾯, 重要な値を取りこぼして
しまう可能性がある. 
 
5.⽤いるデータ 
 本研究では GMO クリック証券で実際に
使われている為替取引データを⽤いている. 
このデータを Google 社の Big Query で取得



している. 取得データが持っているパラメ
ータを以下の図 6 に⽰す.  
 

 
図 6:Google BigQuery での取得データ 

 
 Google BigQuery で取得できるデータは
1 分刻みとなっており, 以下の 5 つの項⽬を
取得することができ, パラメータの詳細を
以下の表 2 に⽰す. 本研究では⼊⼒値に
open を⽤いている.  
 

表 2:データのパラメータ 
パラメータ 内容 

time データの時刻 
open xx 時 xx 分 00 秒の価格 

high 
xx 時 xx 分 00 秒〜xx 時 xx

分 59 秒の最⾼値 

low 
xx 時 xx 分 00 秒〜xx 時 xx

分 59 秒の最低値 
close xx 時 xx 分 59 秒の価格 

 
6.解析結果と今後の展望 
 LSTM を⽤いた RNN を構成し, 1 年分の
データを⼊⼒として読み込ませた. LSTM
の層数を 500 にして epochs とバッチサイズ
(データの⼊⼒サイズを決めるパラメータ)
を変えて解析・予測を⾏い, 結果として 1 ヶ
⽉分の予測出⼒された波形を以下の図 7, 8
に⽰す. (横軸がデータ数, 縦軸が価格. ⻘

線が予測波形, 橙線がテストデータ. ) 

 
図 7:epochs = 1000, batch_size = 100 

 

 
図 8:epochs = 5000, batch_size = 200 

 
 予測値とテストデータの誤差の計測には
⼆乗平均平⽅根誤差(RMSE)を使⽤してい
る. RMSE は損失関数として多くの場⾯で
使われており, 最⼩⼆乗法に対して最適で
ある.  
 

𝑅𝑀𝑆𝐸 =
1
𝑛

𝑇Y − 𝑦Y Z

"

Y[U

 

 
𝑇Y:テストデータ 
𝑦Y:予測値 
𝑛:データ数 
 
 学習時のログから, RMSE としては⼩さ
い 0.04 まで下がったことが確認できた. し
かし, ⻘線の波形と橙線の波形がほとんど



⼀致してしまっているので過学習してしま
った. よって, 今後の展望として以下の⽅
針を定める.  
 
・過学習してしまったので Early Stopping
を導⼊しておく.  
・データの区切り⽅を変えて, 現状より精
度の⾼い予測を⾏う. (5 ⽇分のデータで 1 ⽇
を予測や, 1 ヶ⽉分のデータで 1 週間を予測
等) 
・季節変動や世界経済の影響を⼤きく受け
てしまうので対策を考える.  
・定義した問題にフィットするように波形
の出⼒を調整する.  
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Abstract: A combinatorial optimization problem is a problem to find the solution
in a large discrete set of states such that an objective function is optimized (max-
imized or minimized). There are many combinatorial optimization problems, e.g.,
0-1 Knapsack problem, Traveling salesperson problem, etc., and many studies are
presented to solve these problems efficiently. These problems can be modeled as a
state space which is a set of states that a problem can be in. It is clear that if we
can check all the states in a state space, the optimal solution (optimal state) can
be easily found, however, to check all the states usually requires an unacceptable
computational cost.

A branch-and-bound is a general technique to search a state space efficiently. It
basically searches branches of tree which represents the subsets of states, but before
searching, it calculate the upper or lower bound of the branch to decide searching or
not. Even a branch-and-bound can drastically decrease the searching time, if a state
space becomes extremely large, it also requires a huge amount of computational cost.

As a naive solution, a branch-and-bound can be parallelized by searching branches
concurrently. However, even the number of states in every branch is the same,
the actual searching number of state hardly becomes same because many of states
are locally dumped by a branch-and-bound. If the nodes constantly exchange their
information among them to parallelize, the total number of searching becomes small,
but an enormous communication cost becomes necessary. This implies that a load
balancing among nodes is difficult in a parallel branch-and-bound, thus the utilization
among nodes is a very important issue to parallelize a branch-and-bound effectively.

In this paper, we propose a framework to parallelize a branch-and-bound using
MapReduce [1], which is distributed programming model based on Hadoop. The
proposed system can adjust the amount of both the (local) computation and com-
munication to optimize the performance of a parallel branch-and-bound. These ad-
justment can be determined by two parameters α and β, which represent the amount
of local computation and communication respectively. Moreover, we use HBase to
share information among nodes because the nodes cannot exchange any information
during the execution of MapReduce. As a result, we show that our system consisting
of five nodes realizes at most 4.01 speed-up of the execution time to solve 0-1 Knap-
sack Problem when two parameters are determined by the preliminary experiment.

Keywords: MapReduce, HBase, Branch-and-Bound, Parallelization, Op-
timization Problem, State Space Search



1 Introduction

Combinational Optimization problem [5, 6] is a discrete optimization problem to find the optimal
solutions within a discrete set of possible solutions. Combinatorial optimization problem is
usually modeled as a state space consisting of a large number of states, and a state space forms
a graph, especially a tree. One famous example of a combinatorial optimization problem is 0-1
Knapsack Problem, where the value of the goods put into the knapsack with limited capability
has to be maximized. In this case, the number of states in the state space becomes O(2n),
where n is the number of items, thus, an exhaustive searching of the state space requires an
unacceptable computational cost.

A branch-and-bound is a well-known general technique for an effective searching of a state
space. In every step in a branch-and-bound method, the most promising state is determined as
its next examining state among all possible states from its current states. This determination is
called branch and this can be realized based on the potential value, called bound, which is the
upper or lower bound of the feasible solutions in the subtree rooted at the current examining
state.

A branch-and-bound can be parallelized by searching branches concurrently using many
computational nodes, however, even if the state space is evenly partitioned into the subsets with
the same size, the actual number of searched states hardly becomes the same, because many of
states may be discarded by a local branch-and-bound. This may occur a bad load balancing
among the nodes which causes a performance degradation. Even if the nodes constantly exchange
the information among them for an effective branch-and-bound, it may cause a huge amount
of communication cost, consequently, the entire performance decreases. These implies that a
load balancing to increase utilization among nodes between the local computational cost and
the communication cost among nodes is important issue to realize a parallel branch-and-bound.

In this paper, we propose a framework to parallelize a branch-and-bound using MapReduce
[1], which provides a simple implementation for designing a parallel algorithm by implementing
a map and a reduce method in a very affordable manner. The proposed system can adjust the
amount of the local computation and the communication by changing two system parameters
α and β respectively. We aim for an realization of an effective parallel branch-and-bound using
the appropriate values of these two parameters. Moreover, we use HBase, which is a distributed
database based on Hadoop Distributed File System (HDFS), to share some information among
the nodes because the nodes cannot exchange any information among them during the execution
of MapReduce. Finally, as a case study, we implement the proposed system and evaluate the
performance to solve the combinatorial optimization problem, 0-1 Knapsack Problem, with
some input data sets. And we show that the proposed system can realize an efficient parallel
branch-and-bound in this case study, when the parameters are set to the good values.

The rest of this paper is organized as follows: we introduce some related works in Section
2. And Section 3 presents some preliminaries of our work. Our proposed system is described
in Section 4 and the implementation of the proposed system and experimental evaluations are
given in Section 5. We conclude our work and give some future works in Section 6.

2 Related Work

L. Barreto et al. present a comparion of an extened version of the regular branch-and-bound
algorithm with a new parallel implementation using OpenMP and MPI in [3]. In this paper,



[3] shows that at most 9.1 times and 2.1 times speed-up in the experimental results using their
implemented system with MPI and OpenMP respectively consisting of 100 processes.

Mahmoud M. Ismail et. al. proposed a parallel branch-and-bound algorithm for solving
large scale integer programming problems [2] using a supervisor process which controls multiple
process sets. The proposed algorithm in [2] consists of four hierarchical processes, supervisor,
master, sub-master, and worker to realize a parallel branch-and-bound. The result of [2] showed
the proposed algorithm improves the efficiency in time at most 7 times comparing with the
master-worker algorithm.

J. M. Jansen and F. W. sijstermans proposed a parallel algorithm for branch-and-bound
designed to run on MIMD machines [8]. In [8], the authors mainly focus on the load-balancing
to improve the efficiency of a parallel algorithm making the idle node to examine the different
sub-tress of the state space tree, and consider 0-1 Knapsack Problem to evaluate the proposed
algorithm. As a test for the performance of the algorithm, the branch-and-bound algorithm
for the knapsack problem is programmed in POOL and tested on a simulator for the DOOM
machine. The result in [8] has an almost linear speed-up for a small number of processors (up
to 32) and the speed-up slowly goes to saturate for a large number of them.

3 Preliminaries

3.1 Apache Hadoop

Hadoop is a distributed processing framework for reliable, scalable, and distributed computing.
Hadoop consists of a single master node and many worker nodes. Hadoop basically includes
some core components and there are many related projects. One of the components is Hadoop
Distributed File System (HDFS) which is a software-based distributed file system that provides
high-reliability and high-throughput access to application data. Another component is MapRe-
duce which is a programming framework that is used for writing applications to process huge
amount of data on large clusters.

MapReduce has two computational steps, map phase and reduce phase. In map phase, each
worker node performs sorting, filtering, or some special computation defined by user, and sends
the result to the nodes in reduce phase. In reduce phase, some worker nodes performs a summary
operation such as counting, summation, or calculating average value using the output data of
map phase, and write the results to HDFS (if necessary).

3.2 Apache HBase

Apache HBase, which is one of the related projects of Hadoop, is distributed database working
on HDFS. HBase stores each data record as Key/Value pairs which is a basic data unit of
MapReduce. All the records are sorted based on their Key in the lexicographically order.
HBase provides strictly consistent reads and writes. It is well-suited for faster read and write
operations on large datasets with high throughput and low input/output latency.



4 Proposed Method

4.1 Basic Strategy

In this subsection, we present a basic strategy for parallelize a branch-and-bound. To realize a
branch-and-bound, every worker node has to know the (global) configuration at all time, how-
ever, this requires a huge communication cost. On the other hand, if there is no communication
among worker nodes, every worker node has to completely search the subtree, this may cause a
performance decrement due to bad load balancing.

Our strategy is as follows: at first, master node partitions the state space into some subtrees
and each worker node searches the different subtree. Each worker node periodically put some
unexamined states (middle-states) to HBase and these states may be examined by the other
worker nodes which becomes idle. Not only the middle-states, but the current optimal value is
also periodically put to HBase for an effective branching by sharing the optimal value. Figure 1
illustrates an overview of the proposed system.

Figure 1: An overview of the proposed method

4.2 Master Node

In our proposed method, one master node executes the following steps:

1. Read the data set.

2. Create the root state (i.e., the root node) of the entire state space tree T .

3. Examine the states of T from the root state until the number of the (un-examined) states
becomes larger than the number of worker nodes.

4. Put all the unexamined states to HBase.

5. Send start messages to all the worker nodes.

4.3 Worker Node

Each worker node executes the following procedures when it receives a start message from its
master node.



1. Get the state from HBase. Note that the state becomes the most promising state in HBase.
This step is operated atomically with mutual exclusion by the method of HBase.

2. If there is no (promising) state in both HBase and its local queue, which is a priority queue
based on the potential value of the states), wait for the other (executing) worker nodes
until they finish. If no other promising state is provided even all the worker nodes becomes
idle, terminate the algorithm.

3. Put the state to its local queue.

4. Pick one state from its local queue, and examine the state, i.e., generates the child states
frome the state. After that, put all the generated child states which are more promising
that its current local optimal (may not be the global optimal) solution to its local queue
again. This step will be repeated α times.

5. Write its updated local optimal solution to HBase (if necessary). And if there is the better
solution written by another worker node in HBase, update its local optimal solution to the
solution in HBase.

6. Put the β states to HBase to share the states with the other worker nodes.

7. Return to the first step.

There are two important parameters, α and β. α is the number of executions to examine the
state: when α becomes larger, each worker node locally examine many states, and otherwise,
each worker node communicates with HBase frequently. This means that a larger α causes a lot
of local computations (even some of them are unnecessary computations) with a little commu-
nications, whereas a smaller α causes the frequent communications for effective examinations
of the states. β is the number of the states which are put to HBase at last of every execution.
This implies that β becomes larger, each worker node shares many states with the other worker
nodes in every execution.

5 Experimental Evaluations

5.1 Experiment Environment

We arrange cluster consisting one master node and five worker nodes. Tables 1 and 2 represent
the specification of master node and worker node respectively, and we use Hadoop verison 2.9.2
and HBase version 2.2.0 at all nodes in the cluster. We implement the prototype system based
on the proposed method. And we consider a well-known combinatorial optimization problem,
0-1 Knapsack Problem for experimental evaluations. As the input of the problem, we arrange
five data sets as Table 3. Necessary number of search in Table 3 means the total number of the
examined states to find the optimal solution using a branch-and-bound on a single node.

5.2 Preliminary Experiments for Two Parameter α and β

Before the performance evaluations, we determine two important parameters by some prelim-
inary experiments., Figure 2 illustrates the effect of parameter α. X-axis represents the value
of α, and Y-axis shows the execution time to solve 0-1 Knapsack Problem with five data sets.



Table 1: Specification of master node

CPU Intel(R) Xeon(R)
(4 cores / 4 threads)

RAM 8GB

Storage 128GB (SSD)

OS CentOS 7.4.1810

Table 2: Specification of worker node

CPU Intel Celeron
( 2 cores / 2 threads)

RAM 4GB

Storage 500GB (SSD)

OS CentOS 7.4.1708

Table 3: Input data sets for 0-1 Knapsack Problem
Data set input60 input80 input90 input110a input110b

Number of items 60 80 90 110 110

Necessary number of search 2,301,419 3,840,643 24,771,399 49,765,046 146,109,001

When α is small, the execution time is becomes very high in any input data sets. On the other
hand, execution time which is exceeding a value goes down drasticallly, and the time converges.
So, we can gain knowledge that big enough α is good. The reason is that when α is small,
worker nodes communicate with HBase frequently and this causes the high communication cost.
Otherwise, parameter α becomes large, the communication cost decreases, as a result, the exe-
cution time also decreases. Even the amount of the local computation increases when α is high,
the execution time hardly changes because the number of the states is finite. This implies that
each worker node may finish the searching of the subtree less than parameter α times.

Figure 2: Effect of parameter α Figure 3: Effect of parameter β

Figure 3 represents the effect of parametr β when parameter α is is fixed to 1,000,000. And
this experiment is evaluated using input110b as its input. Parameter β becomes larger, the time
execution time significantly increases. A notable result is that when β is the same number of
the worker nodes, the execution time becomes the shortest. The reason is that if β is too big,
there are many useless states in HBase and increase communication cost.

5.3 Performance Comparison between single node and cluster

Now we evaluate the performance comparison between a single node and a cluster. Figure 4
represent the execution times to solve 0-1 Knapsack Problem when value of α is 1,000,000 and



β is 5 from the preliminary experiments in Section 5.2.
X-axis represents the data sets, and Y-axis shows the execution time to solve 0-1 Knapsack

Problem on a single node and a cluster. The result of a cluster is partitioned into two parts,
the black part represents the actual computational time to solve the problem, and the gray
part describes the overhead of the MapReduce which is required to maintain the resource, or
broadcast the program to every worker node, and so on. Note that the overhead of MapReduce
is almost fixed regardless the size of the input or processing data. This means that this overhead
hardly changes even the input data becomes larger. From the results, our proposed method is
at most 4.01 times faster than single node when the input data set is input110a without the
fixed-time overhead. Note that there is no result of input110b on a single node because a single
node could not solve the problem due to the lack of the memory.

Table 4 represents the total number of the examined states to solve the problem by the
cluster. Even if the cluster searchs the more states comparing with a single node (at most
114.92% states when input110b), the actual execution time becomes shorter.

Figure 4: Perfomance comparison between sin-
gle node and cluster

Figure 5: Scalability of our proposed method

Table 4: The total number of the examined states by the cluster
Data set input60 input80 input90 input110a input110b

Number of examined states 2,399,460 4,213,910 25,739,168 565,14,926 167,908,934

5.4 Scalability

In this subsection, we evaluate the scalability of our proposed method. Figure 5 describes the
execution times when the number of the nodes in the cluster changes. Note that the execution
time included fixed time preparing map phase by Master Node.

When the input data set is small, input60 or input80, there is no noticeable difference among
the clusters. However, the input data set becomes larger, the difference among the clusters
becomes significant. When the input is input110b (the largest input in this experiment), the
execution time on five nodes is fastest, and one-node cluster cannot solve the problem. This
result shows that the proposed method is scalable.



6 Conclusion and future Works

In this paper, we proposed a parallel branch-and-bound method using MapReduce and HBase.
In the proposed system, each worker node locally searches the subtree and periodically shares
necessary information with the other worker nodes to perform a branch-and-bound technique.
We implemented the prototype system consisting one master node and six worker nodes for
experimental evaluations, and we showed at most 4.01 speed-up of the computational time to
solve 0-1 Knapsack Problem when the input data set is large. Moreover, we confirmed that our
proposed system is scalable.

In this paper, we consider only 0-1 Knapsack Problem, however, there are many other combi-
natorial optimization problems. Hence we have to solve many other problems using the proposed
system to evaluate the performance in various cases. The scalability of the proposed system con-
sisting of more than five worker nodes is another future work. Finally, we have some other ideas
so that it may improve the performance of the system: to use some distributed (priority) queue
services instead of HBase, to add new parameter γ which presents the frequency of the sharing
information during local searching, and so on.
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概要：定数ビットの記憶領域(ライト)を持つ，非同期モデルにおける複数の自律分散ロボットによる集合

問題について考察している．ライトを持たない基本的なロボットモデルにおいては，集合問題はたとえ

半同期モデルであっても可解でないことが知られている．しかし，複数の色を表示できるライトを持つ

ことで集合問題が可解となる場合がある．自身と他のロボットのライトを観測できる場合(full-light)，非

同期モデルで移動性が non-rigidの場合，１０色のライトを用いることで集合問題を可解にできる．ここ

で，non-rigidとはロボットが計算した目的地に到達しない可能性があることであり，この場合，少なく

とも最小移動距離δ>0は移動する．計算された目的地に必ず到達する場合を rigid という． 

本稿では，非同期モデルに制限を与えたクラスを提案し，そのクラスにおいて，full-light，rigid，2

色のライトで集合問題が可解になるアルゴリズムを示す． 

 

1．はじめに 

複数の計算機群がそれぞれに計算し，互いに通

信を行うことで全体としてある問題の解決を達成

するシステムを分散システムと呼ぶ．その中で自

律的に動作する複数のロボットが協調的に動作す

ることにより全体でひとつの問題を達成する自律

分散ロボット群の研究が盛んである． 

この自律分散ロボット群においては全体を効率

的に動作させるアルゴリズムの設計が重要とされ

ている．研究を行うにあたって，ロボットは文献

[1]で紹介される理論モデルとして扱われる．ロボ

ットは平面上を動く点として考えられる．加えて，

ロボットは外見によって識別することはできず，

ロボット群に対する集中制御はない．また他のロ

ボットに情報を伝える直接の通信手段はないもの

と仮定する． 

ロボットは任意の時刻において動作と待機を行

うことができる．ロボットが動作すると，Look 命

令，Compute 命令，Move 命令の 3 つの命令サ

イクルを実行する．Look 命令では，自身のセン

サを使用し周囲のロボットを観測し，ロボットの

位置座標をスナップショットとして保存する．

Compute命令では，Look 命令で得たスナップシ

ョットを入力としてアルゴリズムを実行し，次の

目的地の座標を計算する．そしてMove 命令では，

計算された座標に向かって移動する．Look 命令

と Compute 命令は瞬間的に実行されるものとす

るが，Move 命令はロボットの移動速度に応じた

時間がかかるものとする．この移動速度に一貫性

はないものとする．スナップショットはサイクル

実行毎に削除され，ロボットは過去の履歴を持た

ないものとする．これを無記憶性という． 

ロボットは3 つの命令を実行する時刻を決定す

るスケジューラに従って動作する．各命令の同期

の程度によって3 つのスケジューラを定義するこ

とができる(図 1)．全てのロボットの命令を行う時

刻が共通であるものを全同期(FSYNC)，FSYNC 

と同様に命令を行う時刻は共通であるが，サイク

ルを実行しないロボットの存在を1 台以上許すも

のを半同期(SSYNC)，全てのロボットが独立して

動作しており，同期の仮定を考えないものを非同

期(ASYNC) という． 

 
図 1．ロボットのスケジューラの実行例． 

図における L，C，Mはそれぞれ Look命令，

Compute命令，Move命令を表している． 

また，tは時刻，rはロボットを表している 

 

複数のロボットが任意の初期配置から有限時間

内にあらかじめ決められていない一点に集合する

問題を集合問題といい，ロボットの台数が 2 台の

集合問題をランデブー問題という．本稿では，

ASYNC モデルで集合問題を可解とするために必

要最低限の能力や仮定について考察している．集

合問題(ランデブー問題)は，基本的なロボットの場

合，FSYNCモデルで可解であるが，SSYNCモデ

ル，ASYNC モデルでは非可解であることが知ら

れている[1]． 



そこで基本的なロボットに，自身の状態を記録

できる定数ビットの記憶領域(ライト)を搭載した

モデルが提案されている[2]．この状態は Look 命

令で観測し，Compute命令で更新できるものとす

る．自身のライトのみを観測できるものを

internal-light，相手のライトのみを観測できるも

のを external-light，双方のライトを観測できるも

のを full-lightと呼ぶ(表 1)． 

 

表 1．ライトモデルを用いた場合の状態の見え方 

状態の見え方 自分の状態 相手の状態 

full-light ○ ○ 

external-light × ○ 

internal-light ○ × 

 

また，ロボットの移動性についても考える．

Move 命令時に，計算された目的地に確実に移動

できるものを rigidという．計算された目的地にた

どり着かない場合があり，少なくとも最小移動距

離δ>0は移動するものを non-rigidという．また，

移動性が non-rigid であり，ロボットが最小移動

距離 δに関する知識を持っている場合，

non-rigid(+δ)と表す[2]． 

ロボットが目的地を計算する際，ライトの色の

みを用いて目的地を決定するアルゴリズムが存在

し，それらはクラス L に属するアルゴリズムとい

う[2，6]．すべてのロボットの初期状態が同じ状

態から開始するとき，任意の同じ初期状態から開

始すれば正しく動作するアルゴリズムを準自己安

定という。また、任意の初期状態から開始しても

正しく動作するアルゴリズムを自己安定という． 

full-light の ASYNC モデルの場合，自己安定，

non-rigidで2色のライトを用いたランデブーアル

ゴリズムが存在する．表 2，3にそれぞれランデブ

ー問題，集合問題に対する従来のアルゴリズムを

示す．表 2，3 において，*が付いているものはク

ラス L であることを表している．自己安定である

ものには(S)，準自己安定であるものには(QS) を

記述している．斜線は，それよりさらに弱い仮定

で可解である，もしくは，さらに強い仮定で非可

解であることを示している．また，?は可解となる

アルゴリズムが明らかでないことを示している． 

ASYNC の集合問題に対しては， 10 色の

full-lightで解けることがわかっている．この結果

は，SSYNCにおける full-lightの色数 kのアルゴ

リズムを ASYNC において色数 5k で模倣できる

ことが示されており[9]，この結果に SYSNCにお

ける full-light で色数 2 のアルゴリズム[4]を適用

することにより得られる．本稿では，各ライトモ

デルに対して，ASYNC において色数を最適にす

るようなアルゴリズムの開発を目標とする．最適

な色数を達成するために，ASYNC の部分クラス

を定義し，どのクラスで最適色数が達成可能かを

考察する．その第一歩として，LCMサイクルにお

けるCompute命令とMove開始命令とMove終了

命令が瞬時に行われるモデル（CM-atomicと呼ぶ）

においては，full-light，rigidを仮定すれば最適な

色数で集合問題が解けることを示した． 

 

表 2．ライトを持つロボットによるランデブー問題 

 
  

表 3．ライトを持つロボットによる集合問題 

 
 

2．ロボットのモデル 

システムは，平面空間ℝ2に存在するロボットの

集合 ℛ={𝑟1，．．．，𝑟𝑛}から成る．ロボット𝑟𝑖は，ライ

トと呼ばれる定数ビットの記憶領域 ℓ(𝑟𝑖)を持つ． 

ロボット𝑟𝑖はそれぞれ，常に自身が原点となる独

自の座標系を持っている．それぞれの座標系には

向きや単位距離による共通の合意はないものとす

る． 

ロボットには activeと inactiveの 2つの状態が

ある． active の場合，以下の命令サイクル

Look-Compute-Move(LCM)サイクルを実行する． 

 

①Look命令 

センサを使用し周囲のロボットを観測し， 

座標を得る． 

②Compute命令 

Look命令で得た観測結果をもとに， 

移動先の座標を計算する． 

③Move命令 

実際に計算された位置に移動する．Move命令は

Move 開始命令(M_B)で始まり，Move 終了命令

(M_E)で終了するものと仮定する．このとき，一

度の Move 命令で目的地に確実に到達できる場

合，その移動性を rigidという．ロボットが一度

の Move 命令で目的地にたどり着けず，その場

合は少なくとも最小移動距離 δ>0 は移動するも

のとする．この移動性を non-rigidという．また，



移動性が non-rigidで，かつロボットが最小移動

距離 δ の値に関する知識を持っている場合，そ

の移動性を non-rigid(+δ)という[2]． 

 

LCM サイクルが終了する度に，Look 命令で得

た情報は消去され，次サイクルでは使用できない

ものとする(無記憶)． 

各命令の同期の程度によって，3 種類のスケジ

ュールが考えられている． 

 

・FSYNC(全同期) 

すべてのロボットの LCM サイクルの各命令を

行う開始時刻が一致している． 

・SSYNC(半同期) 

FSYNC同様，各動作は同期しているが，サイク

ルを実行しないロボットの存在を1台以上許す． 

・ASYNC(非同期) 

すべてのロボットが独立して LCM サイクルを

実行していて，各動作が同期していない． 

 

本稿では，ASYNC に制限を与えたクラスとし

て次のスケジューラを提案する．ASYNC の制限

は，Look命令(L)，Compute命令(C)，Move開始

命令(M_B)，Move終了命令(M_E)に対して，複数

個の連続する命令を単一命令と考えることによっ

て以下の 11個が定義される．①～④は 2つの命令

を，⑤～⑧は 3 つの命令を，⑨～⑪は 4 つの命令

を，それぞれ単一化することによって得られる． 

 

① LC-Atomic 

  各サイクルにおいて，Look 命令と Compute

命令が同時刻に実行される． 

② CM_B-Atomic 

  各サイクルにおいて，Compute 命令と Move

命令が同時刻に実行される． 

③ Move-Atomic (M_BM_E-Atomic) 

  各サイクルにおいて，Move命令が瞬間的に実

行される． 

④ M_EL-Atomic 

各サイクルにおいて，Move命令が終了する時

刻に次のサイクルの Look 命令が実行される． 

⑤ LCM_B-Atomic 

各サイクルにおいて，Look 命令と Compute

命令とMove命令が同時刻に実行される． 

⑥ CM-Atomic (CM_BM_E-Atomic) 

各サイクルにおいて，Compute 命令と Move

命令が同時刻に実行され，かつ，Move命令が

瞬間的に実行される． 

 

 

 

 

⑦ ML-Atomic 

各サイクルにおいて，Move命令が瞬間的に実

行され，かつ，Move 命令と次のサイクルの

Look命令を同時に実行する． 

⑧ M_ELC-Atomic 

各サイクルにおいて，Move命令が終了する時

刻にLook命令とCompute命令が実行される． 

⑨ LCM-Atomic (LCM_BM_E-Atomic) 

各サイクルにおいて，Look 命令と Compute

命令とMove命令が同時刻に実行され，かつ，

Move命令が瞬間的に実行される． 

⑩ CML-Atomic (CM_BM_EL-Atomic) 

各サイクルにおいて，Move命令が瞬間的に実

行され，かつ，Compute 命令と Move 命令と

次のサイクルの Look 命令が同時刻に実行さ

れる． 

⑪ MLC-Atomic (M_BM_ELC-Atomic) 

各サイクルにおいて，Move命令が瞬間的に実

行され，かつ，Move 命令と次のサイクルの

Look 命令と Compute 命令が同時刻に実行さ

れる． 

 

①LC-atomicと③Move-atomicはこれまでにも

定義されている．定義から②，④，⑦は ASYNC

と，⑤，⑧は LC-atomic と同等である．⑨は

SSYNC と同等である．これらの間の関係を明ら

かにすることが本研究の目的であるが，まず，

CM-atomicにおいて集合問題を考える． 

ロボットは自身の内部状態を記録できる定数ビ

ットの記憶領域(ライト)を搭載しているものとす

る．ライトの色は Look命令で観測でき，Compute

命令で更新できるものとする．ライトの見え方に

よって，以下の 3つのモデルが考えられる． 

・full-light 

Look命令時に，自分と他のロボットの状態を観

測できる． 

・external-light 

他のロボットの状態は観測できるが，自分の状

態は観測できない． 

・internal-light 

自分の状態は観測できるが，相手の状態は観測

できない． 

 

n(≥2)台のロボットが有限時間内に，予め決めら

れていない一点に集合する問題を集合問題といい，

n=2の場合を特別にランデブー問題という． 

 

3．先行研究 

 ランデブー問題は FSYNC モデルでは解くこと

ができるが，SSYNC モデルでは解くことができ

ない． 



定理 1．[1] ランデブー問題は，SSYNCモデルの

ロボットでは解くことができない． 

 

 また，ランデブー問題は ASYNC モデルでは解

くことができない． 

 

定理 2．[1] ランデブー問題は，ASYNCモデルの

ロボットでは解くことができない． 

 

ロボットにライトを持たせた場合，ランデブー

問題が可解となる条件を以下の定理で示す(表 2)． 

 

定理 3．[2，5，6] 

① SSYNC，full-light，non-rigid，2状態でラン

デブー問題を解くクラス L に属する自己安定

なアルゴリズムが存在する． 

② SSYNC，external-light，non-rigid，3状態で

ランデブー問題を解くクラス L に属する自己

安定なアルゴリズムが存在する． 

③ SSYNC，internal-light，rigid，6状態でラン

デブー問題を解くアルゴリズムが存在する． 

④ SSYNC，internal-light，non-rigid(+δ)，3状

態でランデブー問題を解くアルゴリズムが存

在する． 

⑤ ASYNC，full-light，rigid，2状態でランデブ

ー問題を解くクラス L に属するアルゴリズム

が存在する． 

⑥ ASYNC，full-light，non-rigid，2状態でラン

デブー問題を解く自己安定なアルゴリズムが

存在する． 

⑦ ASYNC，external-light，rigid，12状態でラ

ンデブー問題を解くアルゴリズムが存在する． 

⑧ ASYNC，external-light，non-rigid(+δ)，3状

態でランデブー問題を解くアルゴリズムが存

在する． 

 

また，ロボットにライトを持たせ，ASYNC モ

デルに制限を与え，LC-Atomic ASYNCモデルを

用いた場合，ランデブー問題が可解となる条件を

以下の定理で示す(表 2)． 

 

定理 4 [5] 

① LC-Atomic ASYNC，full-light，non-rigid，2

状態でランデブー問題を解くクラス L に属す

る自己安定なアルゴリズムが存在する． 

② LC-Atomic ASYNC，external-light，rigid，3

状態でランデブー問題を解くクラス L に属す

るアルゴリズムが存在する． 

③ LC-Atomic ASYNC，external-light，non-rigid，

4 状態でランデブー問題を解くクラス L に属

する準自己安定なアルゴリズムが存在する． 

④ LC-Atomic ASYNC，external-light，non-rigid，

5 状態でランデブー問題を解くクラス L に属

する自己安定なアルゴリズムが存在する． 

 

集合問題は FSYNC モデルでは解くことができ

るが，SSYNCモデルでは解くことができない． 

 

定理 5．[1] 集合問題は，SSYNC モデルのロボッ

トでは解くことができない． 

 

また，集合問題は ASYNCモデルでは解くことが

できない． 

 

定理 6．[1] 集合問題は，ASYNC モデルのロボッ

トでは解くことができない． 

 

ロボットにライトを持たせた場合，集合問題が

可解となる条件を以下の定理で示す(表 3)． 

 

定理 7．[4] 

① SYNC，full-light，non-rigid，2 状態で集合

問題を解くアルゴリズムが存在する． 

② SYNC，external-light，rigid，2 状態で集合

問題を解くアルゴリズムが存在する． 

③ SYNC，internal-light，non-rigid(+δ)，2状態

で集合問題を解くアルゴリズムが存在する． 

④ ASYNC，full-light，non-rigid，10 状態で集

合問題を解くアルゴリズムが存在する． 

 

4．ライトを持つ CM-Atomic ASYNCモデルの集

合アルゴリズムについて 

 ASYNCをCM-Atomic ASYNCに制限した場合

に，full-light，rigid，2状態(A，B)で集合問題を

解くアルゴリズムを Algorithm 1に示す．  

 全てのロボットはライトの初期状態 Aから開始

する．全てのロボットが Aであることを観測した

場合，状況に応じた目的地を決定し，自身の状態

を B に更新する．また，自身の状態が A であり，

状態が Bのロボットを観測した場合，目的地を状

態が Bのロボットが存在する点とし，自身の状態

を Bに更新する．自身の状態が Bである場合，目

的地を現在の自身の位置とし，状態の更新は行わ

ない． 

今回のアルゴリズムにおいては，全てのロボッ

トが成す最小包含円を目的地決定の際に利用して

いる．全てのロボットが A であることを観測し，

最小包含円の中点にロボットが存在する場合，中

点に存在するロボットは状態を Bに更新し，他の

ロボットは状態が Bのロボットを観測し，状態を

B に更新し，目的地を状態が Bのロボットが存在

する点とする．全てのロボットが Aであることを



観測し，最小包含円の中点にロボットが一台も存

在しない場合，4 つのパターンを除いて，ロボッ

トは状態を Bに更新し，最小包含円の中点を目的

地とする(4 つのパターンにおいては，最小包含円

を用いずに目的地を決定することができる)． 

 

 
  

定理 8． CM-Atomic ASYNC，full-light，rigid，

2状態で集合問題を解くことができる． 

  

5．結論と展望 

 本稿では，ASYNCモデルを CM-Atomicモデル

に制限し，ライトモデルを full-light，移動性を

rigid と仮定し，最適な状態数で集合問題を解くア

ルゴリズムを示した．残された未解決問題として，

移動性の制限とライトの能力を緩めた集合問題を

解くアルゴリズムの開発，制限された ASYNC の

部分クラス間の能力を明らかにすることなどがあ

る． 
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Analyzing Novem, a Two-Player

Multi-Stage Simultaneous Game
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Introduction and motivation Novem is an abstract strategic game designed by Gil Druckman and
published by Tactic in 2008. It won the “Årets Spel Best Adult Game” award in 2008 [1]. To the best
of our knowledge, this game was not yet studied or solved.

While (board) games are usually played sequentially (e.g. Chess, Go, Hex, Poker, . . . ), Novem consists
of simultaneous moves. The most famous simultaneous game is certainly Rock-Paper-Scissor (RPS), in
which two (or more) players have to choose one of three hand gestures. RPS is trivially solved and the
optimal strategy is the uniform strategy. There exist other simultaneous games that are (1) interesting,
in the sense that they are played by real (human) players, and (2) non-trivial, which makes them worth
studying. We know at least three such games that have already been studied; Colonel Blotto, Goofspiel,
10 000yens. The main difference between them and Novem lies in the duration of a game. These three
games run for a finite number of rounds; 1, 10, and 13 round(s) respectively.1 On the contrary, Novem is
not a bounded game; ending a game may require an unbounded number of rounds. Note that, in Novem,
there is no terminating rule similar to the 50-move rule which exists in Chess.

Rules of Novem The game is played using a 3×3 grid where tiles numbered from 1 to 9 are disposed
on two layers (left of Figure 1 for initial board). At each round, the first player (P1) selects a row; A, B,
or C, and the second player (P2) selects a column; 1, 2, or 3. Both choices are revealed simultaneously
by the players. In the odd (resp. even) rounds, P1 (resp. P2) collects the visible tile located on the
cell designed by the combined choices of row-column. If the designed cell is empty, no tile is collected in
the round. The game ends as soon as one row or column is completely empty. The winner is the player
whose sum of collected tiles is higher. Note that the game may end in a draw if both players collected
the same total. Complete rules can be found on the publisher website [2].

We also consider a simplified version played with a single layer of tiles (right side of Figure 1).

A

B

C

1 2 3

1
9

5
5

9
1

6
4

7
3

2
8

8
2

3
7

4
6

A

B

C

1 2 3

1 5 9

6 7 2

8 3 4

Figure 1: Initial boards of Novem (superimposed tiles are shifted to allow reading of both values)

Contributions Our goal is to solve the game. For Novem, it means finding optimal strategies and the
corresponding expected outcome, i.e. computing Nash Equilibrium. We define the outcome as 1 if P1
wins, 0.5 if the game is drawn, and 0 if P2 wins. Our results are summarized below.

1Goofspiel and 10 000yens can be generalized, but the number of rounds will always be fixed.
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Figure 2: Deadlock configuration. Current score for
P1(blue) is 33 and for P2(red) is 32.

A
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1 2 3

1 5 9

6 7 2

8 3 4

Figure 3: Configuration with irrational
optimal strategies. Current score for
P1(blue) is 14 and for P2(red) is 7.

1. Design issues We observed that Novem has some design issues which may lead to deadlock
configurations.2 Figure 2 depicts an execution of the game leading to a deadlock. P1(blue) collected 33
points, P2(red) collected 32 points, and there remain only four tiles on the board. To avoid an immediate
loss, both players should obviously prevent their opponent to collect the tiles 7 or 8. We can also show
that each player should avoid collecting the tile 1 because it would favor their opponent. The intuition
is that collecting the tile 1 makes the tile 9 become visible and thus increase the winning chance of next
collecting player. Therefore, no player will ever collect a tile in this configuration!

There is no such deadlock in the simplified single-layer variant, hence our decision to study it.

2. Not rationally solvable Optimal strategies cannot be expressed as rational mixing of pure strate-
gies, not even for the single-layer version of the game. Figure 3 represents a configuration with only
three tiles remaining on the board. The game ends as soon as any player collects one more tile; P1 wins
if she collects any tile, while P2 wins with tiles 8 or 9, but achieves only a draw with tile 7.

Assuming P1 is next to collect, the (irrational) optimal outcome is 5+
√
5

10 ≈ 0.72. The following
(irrational) mixed strategies are optimal and unique:

• When P1 is collecting: {A: 13 , B: 13 ,C: 13} and {1: 13 , 2: 13 ,3: 13}.

• When P2 is collecting: {A: 3−
√
5

4 , B:−1+
√
5

2 ,C: 3−
√
5

4 } and {1: 3−
√
5

4 , 2:−1+
√
5

2 ,3: 3−
√
5

4 }.

Here, there is no optimal rational mixing. It is not a big problem from a theoretical point of view, but
it makes exact computation much harder, that is why we computed only numerical approximations.

3. Numerical computations We computed numerical approximations of optimal strategies and
expected outcome. Detailed results will appear in the longer version of the paper. For the single-layer
version, when both players play optimally, the expected outcome is ≈ 0.686 which means that P1 is
favored (not a surprise). With a komi of 3 (“free points” initially given to the second player), the single-
layer game is almost fair; the expected outcome is approximately 0.499. With a komi of -7.5 (i.e. 7.5
points given to P1), P1 has a simple winning strategy. Conversely, to guarantee a win for P2, the game
should be played with a komi of 10.5 (or 10 + ε for any ε > 0).

References

[1] Novem on BoardGameGeek website. https://boardgamegeek.com/boardgame/38678/novem. Ac-
cessed: 2019-05-24.

[2] Rule of novem. https://web.archive.org/web/20190524073019/http://www.tactic.net/site/
rules/UK/02582.pdf. Accessed and archived: 2019-05-24.

2It does not really disturb real players. The game is still fun to play! But it is a problem when trying to solve the game.
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Abstract

The presentation provides an overview of recent developments on using model-checking to verify
the correctness of cooperative mobile robots algorithms in a Euclidean environment.

In short, using model checking to verify an algorithm consists of the following. The behavior
of the system, the algorithm, and an adversary are expressed as a transition system, typically
using a dedicated language (e.g., Promela in the case of the SPIN model-checker [10]). The
correctness is itself expressed as temporal logic predicates (e.g., using LTL syntax). The model
checker (e.g., SPIN) checks the model by performing an exhaustive search starting from every
initial state and branching at every non-deterministic choice. If all executions satisfy the correct-
ness predicates, then the model is verified and the model-checker reports a success. In contrast,
if some execution leads to a state that violates a correctness predicate, the model-checker reports
as a counter-example the steps that lead to the violating state.

Model-checking was originally motivated and is often being used to verify software programs
and concurrency algorithms. The approach has also been used to verify [2, 6, 7, 12] or synthesize
[3, 11] algorithms for mobile robots moving in very simple graphs, such as a ring or a line. Using
an automated approach for complex exhaustive proofs has helped identify (and correct) very
subtle errors made in earlier work on that topic.

In ongoing work on the problem of rendezvous of robots with light, we have applied model-
checking to automate the process of verifying the correctness of many algorithms in various
system models (e.g., FSYNC, SSYNC, ASYNC, and variants) [5, 8]. The motivation to automate
the process came from checking the tedious proofs of a rendezvous algorithm in ASYNC optimal
in the number of colors [9].

By its exhaustive nature, model-checking cannot possibly deal with infinite domains. In fact,
to avoid combinatorial explosion, the domain of all variables must be restricted to a very small
number of discrete values. A fortiori, the verification of algorithms in Euclidean space poses the
challenge of representing robots’ locations with a small number of discrete values, thus leading to
a huge loss of information. The method consists in defining an intermediate model (verification
model) using a discrete encoding of robots’ positions and proving that it conserves important
properties of the original system model. The verification model is then verified by the model
checker. The design of the verification model opts for a conservative model (i.e., a verification
model that never reports success for a faulty algorithm but may instead report failure for a
correct one).

In this presentation, we will review some of the key design issues that came when developing
a verification model for rendezvous of two robots with light. We will then discuss what could
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possibly be done to develop a more general verification model to address problems with a larger
number of robots.

The model-checking approach is in contrast with the formal verification based on interactive
theorem provers such as Coq or Isabelle/HOL. That approach has been used effectively to verify
mobile robots in a continuous environment [4, 1]. The approach, which still involves writing
the proofs manually (or at least provide tactics), should be seen as complementary to model-
checking. The former provides more general results whereas the later is more automatic. The
two approaches have different objectives.
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最小次数全域木問題の近似について

岡村空 北村直暉 泉泰介

本研究では，最小次数全域木問題の近似について検討する．この問題の目的は入力として頂点数 nのグラフ

G = (V,E)が与えられたとき，グラフ Gにおける全域木 T の頂点の最大次数を最小にすることである．

既存研究において，最小次数全域木問題は NP完全であることが知られているが，最適な木の次数を∆∗ とし

たとき，O(mnα(m,n) log n)(mはグラフGにおける辺の本数)で∆∗+1の全域木を求める集中型のアルゴリ

ズムが存在することが知られている．このアルゴリズムは局所探索に基づくアルゴリズムであり，O(n log n)

回の解更新を繰り返すことで所望の近似解を得る．本研究は，CONGESTモデルにおける最小全域木問題の

近似を考える．この問題の絶対近似 1のアルゴリズム関しては，これまでに O(n2)ラウンドの自明なアルゴ

リズムより良い上界は知られていなかった．本研究では，上述の局所探索における１回の解の更新が最小全域

木の構成１回で行えることを示し，それに基づく Õ(n1.5)ラウンドの CONGESTモデル上のアルゴリズムを

示す．



メモリ消費量を削減した適応型分散スライシングプロトコル

上辻 利奈 ∗ 首藤裕一 ∗ 角川裕次 † 増澤利光 ∗

概要

分散スライシング問題とは，コンピュータネットワーク中の各ノードが持つ属性値に従って大域的に順位付けを行い，

ノードを k 個のグループに分割する問題である．本研究では，既存の分散スライシングプロトコルのメモリ消費量を削減す

る手法を提案し，実験でこれらの手法の性能を比較評価する．

1 はじめに

分散システムとは，ネットワークに接続された多くの計

算機 (ノード)で構成されるシステムである．複数の計算

機間で相互通信が可能であり，協調してタスクを実行す

る．近年，システムの大規模化や複雑化が進んでいるた

め，システムを効率的に利用するプロトコル設計が必要と

なっている．

ノードが持つ固有の属性値に従って，ノードをグループ

に分割する操作は分散スライシングと呼ばれる [2]．分散

スライシングプロトコルは，各ノードは自身がどのグルー

プに属するかの指標であるスライス値を決定する．k 個

のグループ (スライス)に分割する場合，属性値の大小に

よって上位 1/k，次の 1/k，さらにその次の 1/kというよ

うに分割する．各ノードは周期的なサイクルで動作し，識

別子や属性値の情報を他のノードと交換することによっ

て自身のスライス値の決定を行う．すべてのノードの情

報を集めればスライシングは行えるが，ここでは効率化の

ために各サイクルで一様ランダムに選んだノードとのみ

情報を交換する手法を考えている．

重要度や処理性能に応じてノードにタスクを割り当て

る際に分散スライシングを利用できる．例えば，ノードを

処理能力に応じてグループ分けをしておき，タスク処理に

必要な計算量を考慮して，タスクを適切な処理能力のグ

ループのノードに割り当てることが考えられる．あるい

は，ノードを安定性に応じてグループ分けをしておき，ス

トリーミングアプリケーションの性能を向上させるため

に，より安定したノードにより特権のある役割を割り当て

ることを行うことが考えられる [1, 7]．また，エネルギー

量に応じてノードをグループに分割し，エネルギー量の

多いグループに属するノードがエネルギー量の少ないグ

∗ 大阪大学大学院情報科学研究科
† 龍谷大学理工学部

ループに属するノードにエネルギーを渡すような仕組み

も考えられる．

分散スライシングを実現するプロトコルとして，

Ranking[2] が提案されている．このプロトコルでは，各

ノードはランダムサンプリングにより周期的に一定数の

ノードの属性値を調べ，直近のM 個の属性値の中で自身

の属性値が何番目に大きいかによって，自身のスライス値

を決定する．このため，各ノードは直近のM 個の属性値

それぞれについて自身の属性値との大小比較結果をリス

トに管理するので，各ノードは O(M)のメモリ領域を必

要とする．

本稿では，分散スライシングプロトコル Rankingに比

べ，各ノードが持つメモリの消費量を削減した新たな手法

を提案する．提案手法では，直近のM 個の属性値に関す

る履歴を正確に管理するのではなく，サンプリングが一様

に行われていることを前提に，直近のM 個の属性値の中

で自身の属性値より小さいものの数を推定する．これに

より，各ノードのメモリ領域を O(logM)に削減する．

提案手法ではランダムサンプリングによって得た属性

値の履歴を用いないため，プロトコル Rankingに比べて

分散スライシングの精度が悪化する可能性がある．そこ

でシミュレーションにより，メモリ削減の提案手法が，分

散スライシングの精度に及ぼす影響，また，ノードの属性

値の変化に対する追随性に及ぼす影響を評価する．

本稿の構成は次の通りである．まず，2節で本研究に関

する諸定義を示す．次に，3節で既存の分散スライシング

プロトコル Ranking について，4 節で提案手法について

説明する．5節でこれら 2つの手法を比較するための性能

評価の実験の内容と結果を示す．最後に，6節で本研究に

ついてまとめる．

2 諸定義

本節では，本研究に関する定義を示す．

1



システム全体のノードの総数を N，スライスの数を k

とする．k は入力としてすべてのノードに与えられる．

各ノード i(0 ≤ i < N)は固有の識別子 idi と属性値 vi

と呼ばれる変数を持ち，属性値 vi は特定の値に設定され

ている．異なるノードに同じ属性値を与えてもよい．ま

た，各ノードはそれぞれ (局所)メモリを持つが，最初各

ノードのメモリには何も情報は保存されていないとする．

スライス値 si は，各ノード i がどのスライスに属する

かを表す指標である．各ノードはスライス値 si を出力と

する．但し，0 ≤ si < kとする．また，正しいスライス値

とは，全ノードを属性値の降順に並べた場合に割り当てら

れるスライス値である．つまり，l番目 (0 ≤ l < N)に大

きい属性値を持つノードの正しいスライス値は ⌊lk/N⌋で
ある．直感的に言うと，分散スライシング問題は，各ノー

ドの属性値に基づいて，各スライスに属するノードの数が

N/k になるように各ノード iにスライス値 si を割り当て

る問題である．分散スライシングプロトコルでは，各ノー

ドは収集した他ノードの属性値と自身の属性値 vi の大小

関係によって，各ノードがノード全体のどのスライス si

に属するかを推定する．すなわち，分散スライシング問

題の目的は，各ノード iに自身の属性値 vi の相対的位置

を正しく推定させることである．例えば，N = 9，k=3，

v0 = 14，v1 = 7，v2 = 7，v3 = 25，v4 = 1，v5 = 20，

v6 = 9，v7 = 28，v8 = 25とすると，s2 = 0，s5 = 1と

なるようにスライシングを行う．

各ノードはサイクルとよばれる一連の動作を周期的に

実行する．各サイクルでは，各ノード iはいくつかのノー

ドと情報交換を行い，その情報と自身のメモリの内容に基

づいて，自身のスライス値 si およびメモリの内容を更新

する．なお，各ノード iは全ノードの属性値を収集するこ

となく si を決定するため，分散スライシングを正確に実

現できるとは限らない．また，シミュレーション実験で

は，ノード数や属性値の変更に対する分散スライシングプ

ロトコルの追随性を評価するが，これらの変更はサイクル

間に生じるものとする．

3 既存手法：プロトコルRanking

本節では，既存の分散スライシングプロトコル

Ranking[2] について説明する．擬似コードをアルゴリ

ズム 1に示す．分散スライシングプロトコル Rankingで

は，各ノードが自身の属性値よりも小さな属性値を持つ

ノードの数を推定して，そこから自身のスライス値を決定

することである．

プロトコル Rankingには，能動スレッドと受動スレッ

ドがあり，能動スレッド，受動スレッドの順に動作する．

能動スレッドでは，各サイクルであらかじめ決めておいた

定数個のノードの情報 (識別子と属性値)を一様ランダム

に取得する (9 行目)．このノードの集合を view と呼ぶ．

1サイクルですべてのノードと情報を交換するのではない

ことに注意する．一様ランダムサンプリングには，例え

ば，Cyclon[5]，Lpbcast[6]のような動的なランダムサン

プリングを使用する [2]．一方，受動スレッドでは，view

の中で自身の属性値よりも小さい属性値を持つノードの

数 smallerを数え (34，35行目)，ノードの属性値の相対

的位置を推定し，スライスを決定する (38行目)．属性値

が同じ場合は，比較するノードの識別子で属性値の大小を

判断する (28行目)．

各ノードは viewから取得したノードの属性値の情報を

メモリに記憶する．具体的には，複数の Boolean 値を保

存するリスト構造を用意し，取得したノードの属性値が自

身の属性値より小さいときに True，大きいときに False

をリストに格納する (28～31行目)．但し，このリストの

長さには上限があり，リストの長さが上限に達すればリス

ト中で古い情報から破棄し (23，24行目)，新しいノード

の情報を格納する．この手法はスライディングウィンド

ウ手法と呼ばれる．各ノードが格納できるリストの要素

の最大数を指定することにより，各ノードが必要とするメ

モリ量を調整できる．さらに，この手法を取り入れること

によって，古い情報は破棄され常に新しい情報を記憶する

ことができるので，ノード数やノードの属性値の変化に対

する追随性を実現できる．各ノードが持つメモリには識

別子の情報が記憶されていないため，リストに同じノード

の情報が重複して記憶されている可能性がある．リスト

の要素の最大数をM とすると，各ノードが持つメモリ量

は O(M)となる．

4 提案手法

本節では，提案手法について説明する．提案手法の擬似

コードをアルゴリズム 2に示す．提案手法の主な動作は，

既存の分散スライシングプロトコル Ranking[2]と同様に

各ノードが自身の属性値よりも小さな属性値を持つノー

ドの数を推定して，そこから自身のスライス値を決定する

ことである．提案手法にも，プロトコル Rankingと同様

に能動スレッドと受動スレッドがある．

プロトコル Rankingと提案手法の主な違いは，各ノー

ドがメモリに記憶するデータ構造にある．プロトコル

Rankingでは，メモリには複数の Boolean値を保存する

リスト構造を使用していて，直近M 個の属性値に関する
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アルゴリズム 1 プロトコル Ranking[2]

1 // myIDは 自 身 の 識 別 子
2 // myAttributeValueは 自 身 の 属 性 値
3 // a t t r i b u t eL i s t は 各 ノー ド が 収 集 し た 属 性 値 の リ ス ト
4 // kは ス ラ イ ス の 数
5

6 // 能 動 ス レッ ド
7 def act iveThread ( )

8 // 一 様 ラ ン ダ ム に 特 定 の 数 の ノー ド を 取 得 す る
9 view ← getView ( )

10 　 　 return view

11

12

13 // 受 動 ス レッ ド
14 def pass iveThread ( view )

15 // 自 身 の 属 性 値 よ り も 小 さ い 属 性 値 を 持 つ ノー ド の 数
16 sma l l e r ← 0

17 // 比 較 し た ノー ド の 総 数
18 t o t a l ← 0

19

20 for each ID in view :

21 // ス ラ イ ディ ン グ ウィ ン ド ウ 手 法
22 // 記 憶 す る ビッ ト 列 の 長 さ がM

23 i f a t t r i b u t eL i s t . f u l l :

24 a t t r i b u t eL i s t . removeOldest ( )

25

26 // 自 身 の 属 性 値 が 小 さ い 場 合， あ る い は 属 性 値 が 同 じ で 自 身 の 識 別 子 が 小 さ い 場 合， 真 を 追 加 す
る

27 // 上 記 以 外 は 偽 を 追 加 す る
28 i f at t r ibuteVa lue < myAttributeValue or ( a t t r ibuteVa lue == myAttributeValue and ID <

myID) :

29 a t t r i b u t eL i s t . add (True )

30 else :

31 a t t r i b u t eL i s t . add ( Fa l se )

32

33 // sma l l e r， t o t a l の 値 を 数 え る
34 sma l l e r ← a t t r i b u t eL i s t . count (True )

35 t o t a l ← a t t r i b u t eL i s t . s i z e ( )

36

37 // ス ラ イ ス 値 を 決 定 す る
38 s l i c eVa l u e ← k ∗ ( sma l l e r / t o t a l )

大小比較の履歴を保持している．一方で，提案手法では，

各ノードが持つメモリには直近 M 個の属性値に対する

smallerと totalの 2つの推定値のみを格納する．各ノー

ドのメモリは現在のサイクルにおける自身の属性値より

小さいノードの数 smaller，比較したノードの数の合計

total それぞれに，過去のサイクルにおけるこれらの値を

それぞれ α 倍にした値を加えたものを推定値として記憶

する (32，33行目)．ここに，αは提案アルゴリズムのパ

ラメータであり，0 < α < 1とする．αの値を変更するこ

とで，現在のサイクルに持ち越す過去のサイクルの情報の

割合を調整できる．

total を α 倍している目的は，格納されている情報

のうちの (1 − α) を破棄するためである．一様ランダ

ムサンプリングをしているなら，smaller もそのうち

の (1 − α) が破棄されると推定でき，smaller も α 倍

している．新たに取得する属性値の数を x とすると，

x ∗ (1 + α + α2 + ...) = x/(1 − α) 個の属性値から求め

た total と smaller の推定値を保持していることとなり，

x/(1 − α) = M となるように α を設定すれば，提案手

法における各ノードが持つメモリ量は O(logM)になる．

また，直近のM 個のサンプルに基づいてスライス値を推

定するという手法を使用するので，ノード数や属性値の変

化に対する追随性を実現できる．

次の節で，分散スライシングプロトコル Rankingの手

法と提案手法の比較実験を α の値を変えながら行い，提

案手法を評価する．

3



アルゴリズム 2 提案手法

1 // myIDは 自 身 の 識 別 子
2 // myAttributeValueは 自 身 の 属 性 値
3 // a t t r i b u t eL i s t は 各 ノー ド が 収 集 し た 属 性 値 の リ ス ト
4 // kは ス ラ イ ス の 数
5

6 // 能 動 ス レッ ド
7 def act iveThread ( )

8 // 一 様 ラ ン ダ ム に 特 定 の 数 の ノー ド を 取 得 す る
9 view ← getView ( )

10 return view

11

12

13 // 受 動 ス レッ ド
14 def pass iveThread ( view )

15 // 自 身 の 属 性 値 よ り も 小 さ い 属 性 値 を 持 つ ノー ド の 数
16 sma l l e r ← mySmaller

17 // 比 較 し た ノー ド の 総 数
18 t o t a l ← myTotal

19

20 for each ID in view :

21 // 自 身 の 属 性 値 が 小 さ い 場 合， あ る い は 属 性 値 が 同 じ で 自 身 の 識 別 子 が 小 さ い 場 合， sma l l e r を 1

増 や す
22 i f at t r ibuteVa lue < myAttributeValue or ( a t t r ibuteVa lue == myAttributeValue and ID <

myID) :

23 sma l l e r ← sma l l e r + 1

24

25 t o t a l ← t o t a l + 1

26

27 // ス ラ イ ス 値 を 決 定 す る
28 s l i c eVa l u e ← k ∗ ( sma l l e r / t o t a l )

29

30 // sma l l e r， t o t a l の 値 を 圧 縮 し て メ モ リ に 記 憶 す る
31 // メ モ リ 量 はO( log M)

32 mySmaller ← α ∗ sma l l e r

33 myTotal ← α ∗ t o t a l

5 性能評価実験

本節では，分散スライシングプロトコル Ranking[2]と

提案プロトコルの性能を α の値を変えながらそれぞれの

性能を調べる．プロトコル Rankingも提案プロトコルも

ともにランダムサンプリングに基づく手法であり，必ず

しも分散スライシングを正しく実現できるとは限らない．

そこで，シミュレーション実験により，平均誤差，誤り

率，スライス変化率，グループのノード数の標準偏差を評

価する．さらに，ノードの数と各ノードの属性値が変化す

る場合について，これら 4 つの評価値に関する追随性を

評価する．

5.1 評価測度

この節では，実験の評価測度について説明する．

平均誤差とは，推定スライス値と正しいスライス値の平

均誤差を表す．N をノードの数，ノード i の推定スライ

ス値を si，正しいスライス値を ai として，平均誤差を以

下の式で定義する． ∑N−1
i=0 |si − ai|

N

平均誤差が小さいほど，各ノードのスライス値が正確に割

り当てられていると判断できる．

誤り率とは，間違っているスライス値を持つノードの割

合を表す．N をノードの数，ノード i の推定スライス値

を si，正しいスライス値を ai として，誤り率を以下の式

で定義する． ∑N−1
i=0 bi
N

但し，

bi =

{
1 (si ̸= ai)
0 (si = ai)

とする．平均誤差と同様に，誤り率が低いほど各ノードの

スライス値が正確に割り当てられていると判断できる．
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スライス変化率とは，1サイクルでスライス値を変更す

るノードの割合を表す．両プロトコルともサンプリング

に基づく手法であり，ノードの属性値が変化しなくても，

サンプリングの影響で各ノードのスライス値が変化する

場合がある．N をノードの数として，スライス変化率を

を以下の式で定義する．

∑N−1
i=0 ci
N

但し，

ci =


1 (識別子 iのノードがスライスを
変更する場合)

0 (識別子 iのノードがスライスを
変更しない場合)

とする．スライス変化率が低いほど，プロトコルは安定し

ていると判断できる．

各グループにおけるノードの数 (スライスの大きさの分

布) の標準偏差も評価する．分散スライシングでは N 個

のノードを N/k 個のノードずつ k 個のグループに分割

することを目的としている．しかし，各ノードは自身が

行うサンプリングに基づいて，スライス値を推定するた

め，必ずしも N/k 個ずつのグループに分割されるとは限

らない．

N をノードの数，kをスライスの数，スライス値が j で

あるノードの数を dj として，標準偏差を以下の式で定義

する． √√√√1

k

k−1∑
j=0

{dj
N

− 1

k
}2

標準偏差が小さいほど，ノードがスライスに等しく全体的

に分布していると判断できる．なお，ノード数の変化によ

る影響を排除するため，通常の標準偏差を
√
N で割った

値を評価する．

平均誤差，誤り率，スライス変化率，標準偏差はサイク

ルごとで変化し，サイクルが進むにつれて収束していくの

で，これら 4つの値の評価は収束した値で評価する．

追随性は，ノードの総数やノードの属性値が変化したと

きに，その変化に適応して平均誤差，誤り率，スライス変

化率，標準偏差の 4 つの数値が変化し始めて収束するま

での時間を表す．収束時間が短いほど，追随性があると判

断できる．

5.2 評価実験の概要

この節では，実験の概要について説明する．

本研究では，以下の 2つの実験を行う．

• ノード数および各ノードの属性値が一定の場合の実
験 (5.3節)

• ノードのスライス値が安定した後，一定期間 1 サイ

クルごとにノードの数を増やす場合の実験 (5.4節)

すべての実験で，スライスの数は k = 10，プロトコル

Rankingのリストの要素数はM = 100，提案プロトコル

の αの値は 1/2，2/3，3/4，4/5とする．また，viewの大

きさは 20とする．すなわち，各ノードは 1サイクルで一

様ランダムに選ばれた 20個の他のノードから情報を受信

する．Ranking では直近の 100 個の属性値の大小比較の

履歴を保持しているのに対し，α = 1/2，2/3，3/4，4/5は

それぞれ直近の 40，60，80，100個の属性値から推定して

いることに相当する．各ノードの属性値は 0～999999 の

間で一様ランダムに選んだ値に設定されている．各ノー

ドのスライスの初期値は 0 に設定されている．実験の結

果は 10回の試行の平均である．

5.3 ノード数および各ノードの属性値が一定の実験

この節では，ノードの数および各ノードの属性値が一定

の実験を行う．ノードの数を N = 10000とする．
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図 1 平均誤差

図 1 は，平均誤差についてのグラフである．α = 2/3

の場合，Ranking の収束する値に近い結果となる．α の

値を大きくすると，平均誤差の収束値が小さくなり，精度

が向上する．

図 2 は，誤り率についてのグラフである．α = 2/3 の

場合，Ranking の収束する値に近い結果となる．α の値

を大きくすると，誤り率の収束値が小さくなり，精度が向

上する．

図 3 は，スライス変化率についてのグラフである．

α = 3/4 の場合，Ranking の収束する値に近い結果とな

る．αの値を大きくすると，スライス変化率の収束値が小

さくなり，精度が向上する．

図 4 は，標準偏差についてのグラフである．α = 1/2
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図 2 誤り率
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図 3 スライス変化率
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図 4 標準偏差

の場合，Ranking の収束する値に近い結果となる．α の

値を大きくすると，標準偏差の収束値が大きくなる．

図 1～4におけるそれぞれの値の収束時間は，提案プロ

トコルよりもプロトコル Rankingの方が短いという結果

になった．αの値を大きくすると，提案手法の収束時間が

長くなる．

5.4 ノード数を動的に増やす実験

この節では，ノードのスライス値が安定した後，一定期

間 1 サイクルごとにノードの数を増やした場合の分散ス

ライシングプロトコルの追随性を評価するための実験を

行う．最初のノードの数を N = 5000とする．40サイク

ル目から 49サイクル目まで 1サイクルごとにノードの数

を 500個ずつ増やす．最終的に，ノードの数は 10000個

になる．図 5～8 の各グラフにおいて，(a) は最初からあ

るノード，(b)は追加されるノードについて表している．

図 5は，平均誤差についてのグラフである．図 5(a)よ

り，ノードの数が増えた 40サイクル目以降でも元のノー

ドは影響を受けないことがわかる．これは，追加したノー

ドの属性値も一様ランダムに選んだため，元のノードの正

しいスライス値もあまり変化しないためである．図 5(b)

より，追加されたノードの収束時間は，α = 1/2の場合の

提案プロトコルとプロトコル Rankingがほぼ同じという

結果になった．αの値を大きくすると，ノードを増やした

後における平均誤差の収束時間が徐々に遅くなる．

図 6は，誤り率についてのグラフである．図 6(a)より，

ノードの数が増えた 40サイクル目以降でも元のノードは

影響を受けないことがわかる．図 6(b)より，ノードの数

を増やしてから，α = 1/2 の場合の提案プロトコルとプ

ロトコル Rankingがほぼ同じサイクル数で収束すること

がわかる．αの値を大きくすると，ノードを増やした後に

おける誤り率の収束時間が徐々に遅くなる．

図 7 は，スライス変化率についてのグラフである．図

7(a)より，ノードの数が増えた 40サイクル目以降でも元

のノードは影響を受けないことがわかる．図 7(b) より，

ノードの数を増やしてからの値の収束時間は，α = 1/2の

場合の提案プロトコルとプロトコル Rankingがほぼ同じ

という結果になった．αの値を大きくすると，ノードを増

やした後におけるスライス変化率の収束時間が徐々に遅

くなる．

図 8は，標準偏差についてのグラフである．図 8(a)よ

り，ノードの数が増えた 40 サイクル目以降でも元から

あったノードに関する標準偏差がわずかに増えており，

ノードの数が増えると元のノードに影響することがわか

る．図 8(b)より，ノードの数を増やしてからの値の収束

時間は，α = 1/2 の場合の提案プロトコルとプロトコル

Ranking がほぼ同じという結果になった．α の値を大き

くすると，ノードを増やした後における標準偏差の収束時

間が徐々に遅くなる．

5.5 考察

この節では，本実験を考察する．

αの値を大きくすると，提案手法の各ノードのメモリは

過去のサイクルの情報を多く持っているため，提案手法に

おけるスライス変化率，平均誤差，誤り率の値は小さくな

り正しいスライス値を割り当てられるノードの数が多く

なる．一方で，αの値を大きくすると，環境変化に対する
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(a) 最初からあるノード
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(b) 追加されるノード

図 5 平均誤差
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(a) 最初からあるノード
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(b) 追加されるノード

図 6 誤り率

提案手法の追随性が悪くなり収束時間が遅くなる．環境

変化が起きた際に，既存プロトコルではスライディング

ウィンドウ手法を用いて過去サイクルの情報をそのまま

捨てることにより変化に対応しているが，提案手法では

全体のうちの割合 (1−α)しか捨てていないので変化に対

する反応が遅れると推測する．追随性の結果を改善する

ような手法として，過去のサイクルと現在のサイクルに

おけるスライス値の差が大きい場合に smaller，total を

0にするような手法を提案し，ノード数を動的に増やす実

験を行った結果，大きく追随性の向上が見られなかった．

正しいスライス値を割り当てたいという目的には既存

手法より提案手法が優れている．誤差の大きさへの要求

が厳しくなく，各スライスに属するノードの数が N/k に

近づくようにノードを均等に割り当てたいという目的や

収束時間を短くしたい目的に対しては，既存手法や α の

値を小さい提案手法を使うとよい．

6 おわりに

既存手法におけるリストの要素の最大数を M とする

と，提案手法は既存手法よりメモリ消費量を O(M)から

O(logM)へと改善した．

既存の分散スライシングプロトコル Ranking[2]と提案

手法の比較実験を行い，4つの値と追随性を基準にし評価

した．5 章の実験より，提案手法は既存手法より平均誤

差，誤り率，スライス変化率において優れていることがわ

かる．

今後，メモリ消費量を抑えつつ追随性の結果を良くする

ような手法を考案し，実験することに取り組む．
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1-極大独立集合問題を解く反復合成を用いた自己安定アルゴリズム

田中 秀幸 ∗ 首藤 裕一 ∗ 角川 裕次 † 増澤 利光 ∗

内容梗概

ネットワークの 1-極大独立集合を求める自己安定分散アルゴリズムを提案する．1-極大独立集合とは，無向グラ
フ (つまり，ネットワーク)G = (V,E)の極大独立点集合であって，任意の頂点 u ∈ S, v, w /∈ S (v ̸= w)について
S ∪ {v, w} \ {u}が独立点集合とならないような頂点集合 S を求める問題である．この問題に対して，グラフの各頂
点が一意の識別子を持つという仮定のもと動作するサイレント (silent)な自己安定分散アルゴリズムを提案する．提
案アルゴリズムは弱公平分散デーモンのもとで動作する．nをグラフの頂点数，D をグラフの直径とすると，収束
時間は O(nD)であり，1頂点あたりの空間計算量は O(logn)ビットである．これらのアルゴリズムの設計にあたっ
て，反復合成と呼ばれる手法を用いる．

1 はじめに

分散システムとは，多数の計算機 (ノード)とそれらを繋ぐ通信リンクから構成されるシステムである．各ノードは
互いに通信を行い，自律的かつ協調的に動作することにより問題を解決する．分散システムにおける問題を解くアル
ゴリズムを分散アルゴリズムと呼ぶ．
近年分散システムの大規模化が進むにつれて局所的な故障が無視できない頻度で発生することが多く，多くの分

散システムで避けられなくなっている．そのため，分散システムに耐故障性を与えることが重要であると考えられて
いる．また，モバイルノードを含む動的ネットワークでは，ネットワーク形状の動的変化に対する適応性を実現する
ことが重要である．これらの耐故障性や適応性を実現する手法の 1つとして，自己安定（分散）アルゴリズムとよば
れる効果的な解決策が存在し，多くの研究がなされている．
自己安定アルゴリズムとは，任意の初期状況からアルゴリズムの実行を開始しても，やがて問題の要求を満たす

状況に収束するという性質を持つアルゴリズムである．自己安定アルゴリズムは，故障やネットワーク形状の変化が
発生することによって分散システムがいかなる状況に遷移しても，やがて正常な状況に回復し，次の故障や形状変化
が発生するまでの間，正常な状況を保持することができる．したがって，自己安定アルゴリズムは極めて高い耐故障
性を持つといえる．
本稿では，極大独立集合問題を拡張した 1-極大独立集合問題を考える．グラフ (ネットワーク)G = (V,E)にお

いて，S に属するどの 2頂点 (2ノード)も隣接しないような集合 S ⊆ V を独立集合と言う．分散システムの様々な
アプリケーションにおいて，より要素数の大きい独立集合を求めることは重要である．独立集合の利用例として，無
線ネットワークにおけるクラスタリングなどが挙げられる [1]．しかしながら，最大独立集合を求めることは NP困
難である [11]．したがって，極大独立集合 (MIS)を求める研究が多くなされている．極大独立集合とは，どの頂点
v ∈ V \ S についても S ∪ {v}が独立集合とならないような集合 S のことである．残念なことに，極大独立集合は
常に大きな要素数を持つとは言えない．例えば，スターグラフ (直径 2の木)において，極大独立集合の要素数は 1
になりうる．したがって，Bollobás et al. [2]により導入された，より強い極大性を持つ 1-極大独立集合 (1-MIS)を
考える．極大独立集合 S ⊆ V は，任意の頂点 u ∈ S, v, w /∈ S (v ̸= w)について S ∪ {v, w} \ {u}が独立集合となら
ないならば，1-極大独立集合である．スターグラフの場合，n個の頂点からなるスターの 1-極大独立集合の要素数は
n− 1となる．

1.1 関連研究

極大独立集合問題はグラフ理論や分散システムにおいて基本的な問題の 1つであるため，数多くの研究がなされてき
た．表 1に，MISや 1-MISに対する自己安定アルゴリズムの最近の結果を示す．1995年に，Shukla et al.[10]によ
り，任意のグラフに対する自己安定MISアルゴリズムが提案された．そのアルゴリズムは，集中デーモンを仮定し
ており，収束時間は O(n)ステップ，1頂点あたり 1ビット (2状態)で最適である．ここで，集中デーモンとは，各
ステップにおいてただひとつの頂点にのみアクションを実行させるスケジューラである．このアルゴリズム匿名ネッ
トワーク上で動作する．すなわち，頂点が一意な識別子を持つ必要がない．Ikeda et al.[7]では，MISに対する別の
自己安定アルゴリズムが提案された．そのアルゴリズムは，各頂点に識別子が存在することを仮定するが，分散デー
モンのもとで正しく動作する．ここで，分散デーモンとは，各ステップにおいて複数の頂点がアクションを実行でき

∗大阪大学大学院 情報科学研究科
†龍谷大学 理工学部 数理情報学科
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表 1: MISと 1-MISに対する自己安定アルゴリズム．nとDはそれぞれグラフの全頂点数と直径を表す．

問題 グラフ ID スケジューラ
収束時間

ステップ ラウンド
空間計算量

[10] MIS 任意 なし 集中デーモン O(n) O(n) O(1) bits
[7] MIS 任意 あり 分散デーモン O(n2) O(n) O(1) bits
[11] MIS 任意 あり 分散デーモン O(n) O(n) O(1) bits
[9] 1-MIS 木 なし 集中デーモン O(n2) O(n) O(1) bits
[8] 1-MIS 任意 あり 集中デーモン - O(n2) O(n log n) bits

Proposed 1-MIS 任意 あり 分散デーモン - O(nD) O(log n) bits

るようなスケジューラである．1頂点あたりの空間計算量は 1ビット (2状態)で最適であるが，収束時間はO(n2)ス
テップである．Turau[11]は空間計算量をO(1)ビット (3状態)に増やすことで，収束時間をO(n)ステップに改善し
ている．

Shi et al.[9]は，初めて 1-MISに対する自己安定アルゴリズムを提案した．そのアルゴリズムはグラフが木であ
ることを仮定しており，集中デーモンのもとで正しく動作する．収束時間は O(n2)ステップであり，1頂点あたり
の空間計算量は O(1)ビットである．難波 [8]は，任意のグラフにおいて，集中デーモンのもとで正しく動作する，
1-MISに対する自己安定アルゴリズムを提案した．論文中で，収束時間に関する解析は示されていないが，収束時間
はO(n2)(非同期)ラウンドである．難波のアルゴリズムは，部分アルゴリズムを並列に n個実行するため，1頂点あ
たりの空間計算量は O(n log n)ビットである．
各頂点に識別子が存在しない場合 (匿名グラフ)，初期状況における対称性を壊すことができないため，任意のグ

ラフにおいて，分散デーモンのもとで動作する，MIS(1-MIS)に対する決定性アルゴリズムは存在しない．

1.2 本研究の成果

本稿では，極大独立集合よりも極大性の高い，1-極大独立集合問題を考える．この問題に対して，各頂点が一意な識
別子を持つ，任意な連結無向グラフで動作するサイレントな自己安定アルゴリズムを提案する．nをグラフの頂点数，
Dをグラフの直径とすると，収束時間は O(nD)(非同期)ラウンドであり，1頂点あたりの空間計算量は O(log n)で
ある．このアルゴリズムの設計にあたって，反復合成と呼ばれる手法を用いる．

2 諸定義

ネットワークは単純連結無向グラフG = (V,E)で表される．V はネットワーク内の頂点の集合，E はネットワーク
内の辺の集合とする．ネットワークの頂点数を n = |V |とする．各頂点は，非負整数の集合 ID から選ばれる一意な
識別子 id を持つ．頂点 vに接続する辺と繋がっている頂点を，頂点 vの隣接頂点と呼び，頂点 vの隣接頂点の集合
をNv = {w ∈ V | {w, v} ∈ E}と表す．
通信モデルとして局所共有メモリモデル [5]を用いる．頂点は有限状態機械によりモデル化され，その状態は頂

点が有する変数の値により決まる．ある頂点は自身とその隣接頂点の変数の値を同時に読み込むことができるが，書
き換え可能なのは自身の変数のみである．
各頂点のアルゴリズムをアクション < label >< guard >−→< statement >の有限集合により定義する．label

は参照のため，およびアクションの優先度を表すために使用する．guardは頂点 vとその隣接頂点の変数と識別子に
関する述語である．statementは頂点 v の 1つ以上の変数の値を更新する処理を定める．頂点 v の 1つ以上のアク
ションの guardが真であるとき，vは実行可能であるという．guradの真偽の決定と対応する statementの実行は 1
原子ステップで起こると仮定する [6]．
ネットワークの状況は各頂点の状態から成るベクトルで表される．状況 γにおける，頂点 vの変数 xの値を γ(v).x

で表す．ステップと呼ばれる，各状況の変遷はデーモンにより引き起こされる．本稿では分散型デーモンを仮定する．
分散型デーモンとは，各ステップで 1つ以上の任意の実行可能な頂点のアクションを同時に実行できるデーモンであ
る．実行される頂点に 2つ以上の実行可能なアクションがある場合，最も優先度が高いラベルのアクションを実行す
る．アルゴリズム Aの 1つのステップにより状況が γ から γ′ に変わることを γ 7→A γ′ と表す．アルゴリズム Aの
実行とは，全ての i ≥ 0に対して γi 7→A γi+1 となるような状況の系列 γ0, γ1, · · · である．デーモンは弱公平である
ことを仮定する．すなわち，連続して実行可能な頂点はいずれ実行されることが保証される．
自己安定アルゴリズムとは，ネットワークのどのような状況から実行を開始しても，いずれ正しい動作に復帰す

ることを保証するアルゴリズムである．つまり，各頂点はどのような状態からアルゴリズムの実行を開始してもよい．
状況 γにおいて実行可能な頂点が存在しないとき，γを最終状況と呼ぶ．無限長の実行および有限長で末尾の状況が
最終状況であるような実行を極大実行と呼ぶ．Lを状況に対する述語とする．アルゴリズムAの極大実行 γ0, γ1, · · ·
が次の (i),(ii)を満たすとき，Aは Lに対して自己安定である．(i) ある i ≥ 0に対して，L(γi)，(ii) 全ての j ≥ iに
対して，L(γj)．(i)は収束性，(ii)は閉包性と呼ばれる．Aの任意の極大実行が有限であるとき，Aはサイレントで
あるという．
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実行の収束時間は非同期ラウンドで測定する．頂点 vが状況 γiで実行可能で，状況 γi+1で実行可能でないとき，
頂点 vはステップ γi 7→ γi+1で無効化されたという．実行 ϱ = γ0, γ1, . . . の最初のラウンドを，γ0で実行可能な全頂
点が一度は実行される，もしくは無効化される最小の接頭辞とし，γ0 . . . γsと表す．ϱの 2番目のラウンドを，実行
γs, γs+1, . . .の最初のラウンドとする．それ以降のラウンドも同様に定義する．ϱの実行時間をそのラウンドの数と
して測定する．

2.1 問題定義

本稿では 1-極大独立集合問題を考える．連結無向グラフ G = (V,E)において，頂点の部分集合 S ⊂ V の互いに異
なる 2つの頂点が隣接しないとき，S を独立集合と呼ぶ．また，どの頂点 v ∈ V \ S についても S ∪ {v}が独立集合
とならないような独立集合 S を極大独立集合と呼ぶ．さらに，極大独立集合 S に対して，S に含まれるどの頂点を
1つ取り除き，S には含まれないどの 2頂点を追加しても独立集合にはならないとき，集合 S を 1-極大独立集合と
呼ぶ．つまり，1-極大独立集合 Sとは，任意の頂点 u ∈ S, v, w /∈ S (v ̸= w)について S ∪ {v, w} \ {u}が独立集合と
ならないような極大独立集合である．1-極大独立集合問題では，各頂点 v が変数 v.mis ∈ {true, false}を持ち，頂
点集合 {v ∈ V | v.mis}が 1-極大独立集合となるように各頂点 vの v.misを設定する問題である．ここで変数 misが
真の頂点を独立頂点と呼ぶこととする．L1MIS を，状況 γ において，{v ∈ V | v.mis = true}が 1-極大独立集合で
あるとき，かつそのときのみ L1MIS(γ) = trueとなる，状況に対する述語とする．本稿では L1MIS に対してサイレ
ントな自己安定であるアルゴリズムを与える．

3 反復合成

反復合成 [3]とは，アルゴリズム A，P と述語 E を入力として述語 Lに対するサイレントな自己安定アルゴリズム
Loop(A, E,P)を生成するフレームワークである．反復合成を利用するためには，与えられた述語 Lに対して，後
述する条件を満たすようにA，P，述語 E を設計しなければならない．アルゴリズムAは，繰り返し実行される基
盤アルゴリズムである．Aは後述する 3つの条件 (shiftable convergence，loop convergence，correctness)を満たす
必要がある．述語 E : V 7→ {false, true}は，ローカルにエラー検出を行う述語である．ある頂点 v ∈ V で E(v)が
成り立つような状況 γを，エラー状況と呼ぶ．全ての頂点で v ∈ V で ¬E(v)が成り立つような状況 γを，非エラー
状況と呼ぶ．アルゴリズム P は，任意の状況から，ネットワークを非エラー状況にするサイレントな自己安定アル
ゴリズムである．大まかに言うと，Loop(A, E,P)は次のような動作をする．ここで，先述の通り，状況 γにおいて
実行可能な頂点が存在しないとき，かつそのときのみ γ は Aの最終状況である．
1: repeat
2: if 現在の状況がエラー状況である then
3: P を実行 (これにより，ネットワークが非エラー状況になる)
4: else
5: Aを実行 (これにより，ネットワークは Aの最終状況になる)
6: Aの出力を Aの入力にコピー
7: end if
8: until 現在の状況が Aの最終状況かつ，Aの入力と出力が同じである
以下では，A，Pが満たすべき条件と，Aの出力をAの入力へコピーすることの意味について説明する．A(resp.P)

のアクションにより値が更新される変数の集合を OA(resp.OP)とする．A(resp.P)のアクションにより値が更新さ
れることはなく，値が参照されるだけの変数の集合を IA(resp.IP)とする．OA ∩ OP = ∅，IP = ∅と仮定する．エ
ラー検出述語E(v)は頂点 v ∈ V により評価され，その真偽が自身と自身の隣接頂点の IA ∪OP の変数にのみ基づく
述語である．E を，状況 γで

∨
v∈V E(v) が成り立つとき，かつそのときのみ E(γ)が成り立つような，状況に対する

述語とする．アルゴリズムAは全ての変数 x ∈ OAに対して，コピー変数 x ∈ IAを持つと仮定する．γcopy を，状況
γ で，全頂点 vとその全ての変数 x ∈ OA に対して v.xの値を v.xの値で置き換えて得られる状況とする．γ ∈ ¬E，
γcopy = γ が成り立ち，どの頂点でも全アクションが実行可能でないとき，状況 γ は述語 Cgoal(A, E)を満たすとす
る．アルゴリズムAは，ある整数RAと LAに対して，次の 3つの条件を満たすように設計されている必要がある．

Shiftable Convergence 状況 ¬E から開始されるAの任意の極大実行は，γcopy ∈ ¬E であるような状況 γ で終了
する．

Loop Convergence ϱ0, ϱ1 . . . が，各 i ≥ 0に対して ϱi = γi,0, γi,1, . . . , γi,si，γ0,0 ∈ ¬E，γi+1,0 = γcopy
i,si

であるよ
うな，アルゴリズム Aの無限の系列ならば，ある j < LA に対して，γj,sj ∈ Cgoal(A, E)と R(ϱ0) + R(ϱ1) +
· · ·+R(ϱj) ≤ RA が成り立つ．

Correctness 任意の状況 γ に対して，γ ∈ Cgoal(A, E)⇒ γ ∈ Lが成り立つ．

LA は Aの実行回数の上界を表し，RA は Aの繰り返しの実行における全ラウンド数の上界を表す．P の任意の極
大実行は，¬E であるような状況で TP ラウンド以内に終了するように設計されている必要がある．
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図 1: Loop(A, E,P)の実行

上記の条件を満たすようにA，P，述語Eを設計したならば，作成されたアルゴリズム Loop(A, E,P)において
以下の定理が導かれる

定理 3.1 ([4]1). アルゴリズム Loop(A, E,P) は述語 L に対してサイレントであり，自己安定である．任意の
Loop(A, E,P) の実行は O(n + TP + RA + LAD) ラウンドで終了する．Loop(A, E,P) の 1 頂点あたりの空間
計算量は O(SA + SP + log n)ビットである．SA，SP はそれぞれ，アルゴリズムA，P の 1頂点あたりの空間計算
量である．

以降で Loop(A, E,P)の動作について簡単に説明する．Loop(A, E,P)の実行において，各頂点はアルゴリズ
ム Aかアルゴリズム P のどちらかを実行する．任意の状況から始まったとしても，やがて全頂点は Aと P のどち
らを実行するのかについて合意を達する．現在の状況が ¬E を満たさないと検知されたとき，全頂点はアルゴリズム
P を実行し，¬E を満たす状況にする (図 1の P の実行の矢印)．現在の状況が ¬E を満たすとき，全頂点はアルゴ
リズム Aを実行する (図 1の Aの実行の矢印)．Aの実行が終了する度に，状況 γ ∈ Cgoal(A, E)に到達しているか
を確認する．もし，到達していたならば，その後何も動作しない．到達していないならば，全ての出力変数の値を
対応するコピー変数にコピーする．それにより，現在の状況から別の状況へ変遷する (図 1のコピーの矢印)．その
後，再び新たに Aを実行する．Aを設計する上での条件である Shiftable Convergenceと Loop Convergenceより，
やがて Loop(A, E,P)の実行は状況 γ ∈ Cgoal(A, E)に到達し，終了する．その後，Aを設計する上での条件である
Correctnessにより述語 Lは常に成り立つ．

4 自己安定1-極大独立集合アルゴリズム

本節では，前節で示した反復合成を用いて，述語 L1MIS に対するサイレントな自己安定であるアルゴリズムを提案
する．具体的には，反復合成アルゴリズム Loop(Inc, EMIS, Init)が述語 L1MIS に対するサイレントな自己安定ア
ルゴリズムとなるような基盤アルゴリズム Inc，初期化アルゴリズム Init，エラー検出述語 EMIS を本節で与える．
Loop(Inc,EMIS , Init)において，1頂点あたりの空間計算量はO(log n)ビットであり，収束時間はO(nD)ラウンド
である．
基盤アルゴリズム Incにおいて，各頂点 v は変数 v.mis ∈ {false, true}とそれに対応するコピー変数 v.mis ∈

{false.true}を持つ．v.misは Initの出力変数であり，Incの入力変数である．v.misは Initでは使用されず，Inc
の出力変数である．ここで，SI = {v ∈ V | v.mis}，SO = {v ∈ V | v.mis}とする．SI は Incの入力における全て
の独立頂点からなる集合であり，SO は Incの出力における全ての独立頂点からなる集合である．Linputを，状況 γ
において SI がMISである，かつそのときのみ Linput(γ) = trueが成り立つような，状況に対する述語とする．こ
こで，Linput は前節における ¬E に対応する．
本節では以下を満たすような Inc，EMIS，Initを与える．

• SI がMISでないならば，少なくとも 1つの頂点 vにおいて EMIS(v) = trueが成り立つ．すなわち，状況 γ
において ¬

∨
v∈V EMIS(v)が成り立つとき，かつそのときのみ Linput(γ) = trueが成り立つ．

• 任意の状況から開始する Initの全ての極大実行は，Linput = trueが成り立つような状況で O(n)ラウンド以
内に終了する．

• Linput = trueであり，SI が 1-MISでないような状況から開始する Incの極大実行 ϱは，SO がMISであり
|SO| ≥ |SI |+ 1が成り立つような状況で O(ϵ+ 1)ラウンド以内に終了する．ここで，ϵは実行 ϱの最終状況に
おける |SO| − |SI |である．

• Linput = trueであり，SI が 1-MISであるような状況から開始する Incの極大実行 ϱは，SI が 1-MISであり，
SO = SI であるような状況で O(1)ラウンド以内に終了する．

1反復合成のフレームワーク Loop(A, E,P) 自体は [3] で提案されたが，[4] でその計算量の解析が改善され，定理 3.1 が証明された．
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上記が全て成り立てば，Inc，EMIS，Initは，前節の反復合成を使用する上での条件を全て満たし，L = L1MIS，
TInit = O(n)，RInc = O(n)，LInc = nとなる．したがって，Loop(Inc, EMIS, Init)は述語 L1MIS に対してサイレ
ントな自己安定アルゴリズムであり，収束時間は O(n+ TInit +Rinc + Linc ·D) = O(nD)ラウンドである．

4.1 エラー検出述語EMISと初期化アルゴリズム Init

エラー検出述語を次の通り与える．

EMIS(v) ≡ (v.mis ∧ ∃u ∈ Nv : u.mis) ∨ (¬v.mis ∧ ∀w ∈ Nv : ¬w.mis).

補題 4.1. 任意の状況 γ において，¬
∨

v∈V EMIS(v)が成り立つとき，かつそのときのみ Linput(γ)が成り立つ．

Proof. まず ¬EMIS(v) ≡ (v.mis ⇒ ∀u ∈ Nv : ¬u.mis) ∧ (¬v.mis ⇒ ∃w ∈ Nv : w.mis) である．ある状況 γ で
¬
∨

v∈V EMIS(v)が成り立つとする．それは，状況 γにおいて全ての頂点 v ∈ V で ¬EMIS(v)が成り立つということ
を意味する．そのとき，SI に属す全ての頂点は，SI に属すような隣接頂点を持たず，SI に属さない全ての頂点は
SI に属すような隣接頂点を少なくとも 1つ持つ．したがって，状況 γにおいて SI はMISであり，Linput(γ)が成り
立つ．ある状況 γで

∨
v∈V EMIS(v)が成り立つとする．その場合，SI に属すある頂点が，SI に属す隣接頂点を持つ，

もしくは，SI に属さないある頂点が SI に属す隣接頂点を持たない．したがって，状況 γ において SI はMISでな
く，Linput(γ)は成り立たない．

初期化アルゴリズム Initのアクションを表 1に示す．Initの実行により，O(n)ラウンド以内に，SI がMISで
あるような状況になる．Initでは，小さい識別子を持つ頂点が優先して SI に属すことになる．ある頂点 vは，SI に
属し vより識別子が小さいような隣接頂点を持たないならば，SI に追加される．つまり v.mis← trueを実行する．
そうでないならば，つまり vが SI に属し vより識別子が小さいような隣接頂点を持つならば，v.mis← falseを実
行する．

表 1: Init

[Actions of process v]
I1: v.mis ←− (∀w ∈ Nv : ¬w.mis ∨ (v.id < w.id))

補題 4.2. 任意の状況から始まる Initの全ての極大実行は，Linputが成り立つような状況でO(n)ラウンド以内で終
了する．

Proof. まず，Initの任意の最終状況で Linput が成り立つことを示す．3節の”v.x ←− χ(v)”の定義より，v.mis ̸≡
(∀w ∈ Nv : ¬w.mis∨ (v.id < w.id)))であるとき，かつそのときのみ，頂点 vは実行可能である．したがって，実行
可能が頂点が存在しないような最終状況 γにおいて，SI に属す全ての頂点 vは，SI に属すような隣接頂点を持たず，
SI に属さない全ての頂点 vは，SI に属すような隣接頂点を少なくとも 1つ持つ．以上より，任意の最終状況におい
て，Linput は成り立つ．
次に Initの全ての極大実行は，O(n)ラウンド以内に終了することを示す．v1, v2, . . . , vn を，v1.id < v2.id <

· · · < vn.id であるような頂点の集合とする．アクション I1 のガードは v.misの真偽と，w.id < v.id であるような
w.misの真偽でのみ決定される．したがって，Initの任意の極大実行の第 1ラウンドで v1.misは決定され，以後，
実行可能となることはない．同様に，任意の i ≥ 2について，vi.misは，Nvi に属す viより識別子が小さいような全
ての頂点の vi.misが決定されたのち，1ラウンド以内に決定され，以後実行可能となることはない．以上より，Init
の全ての極大実行は，O(n)ラウンド以内に終了する．

4.2 アルゴリズム Inc

基盤アルゴリズム Incのアクションを表 2に示し，表 2で使用されている関数を表 3に示す．Incは SI がMISであ
ることを仮定して動作する．このアルゴリズムの実行では，SI が 1-MISでないならば，|SO| ≥ |SI |+ 1となるよう
な極大独立集合 SO を求め，SI が 1-MISならば，|SO| = |SI |であるような状況に到達する．図 2は，アルゴリズム
Incの入力 SI の 1例であり，SI = {5, 23, 71}である．ここで，SI は極大独立集合であるが，1-MISではない．

4.2.1 アルゴリズムの概要

この節では，SI が 1-MISでないならば，|SO| ≥ |SI | + 1となるような極大独立集合 SO を求め，SI が 1-MISなら
ば，|SO| = |SI |であるような状況に到達するようなアルゴリズムを与える．Incのアクションを表 2に示し，表 2で
使用される関数を表 3に示す．
まず，頂点の親子関係を定義する．頂点 v ∈ V \ SI が 1つの隣接頂点 u ∈ SI を持つとき，uは vの親であり，v

は uの子であるとする．ここで，頂点 v ∈ V \ SI が 1つの隣接頂点 u ∈ SI を持つとは，Nv ∧ SI = {u}が成り立つ
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Table 2: Inc

[Actions of process v]
M1: v.parent ←− Parent(v)
M2: v.numchild ←− |Cv|
M3: v.cand ←− Cand(v)
M4: v.qualifier ←− Qualifier(v)
M5: v.winner ←− Winner(v)
M6: v.mis ←− InSA(v) ∨ InSB(v) ∨ InSC(v)

Table 3: Inc の関数

Parent(v) =

{
min{w.id | w.mis} if |{w ∈ Nv | w.mis}| = 1

⊥ otherwise

Cv = {w ∈ Nv | w.parent = v}
Cand(v) ≡ v.parent ̸= ⊥

∧ (v.parent).numchild− |{w ∈ Nv | v.parent = w.parent}| ≥ 2

Qualifier(v) ≡ v.cand ∧ (∀w ∈ Nv : w.cand⇒ v.parent ≤ w.parent)

Winner(v) ≡ v.qualifier ∧ (∀w ∈ Nv : v.id < w.id ∨ ¬w.winner)
InSA(v) ≡ v.mis ∧ |{w ∈ Cv | w.winner}| ≤ 1

InSB(v) ≡ ¬v.mis ∧ v.winner ∧ ¬(v.parent).mis

InSC(v) ≡ ¬v.mis ∧ ¬v.winner ∧

(
∀w ∈ Nv s.t. w.mis :

¬
(
w.mis ∨ w.winner ∨ w.id < v.id

))

ことである．この定義により，SI が 1-MISでないならば，高さ 1の木が，1つ以上生成される．各頂点 vは，親が
存在するならば，その親の識別子を v.parentに保存する．また，親を持たないならば，v.parentに ⊥を保存する．
Cuを頂点 uの子の集合とする．よって Cu = {v ∈ Nu | v.parent = u}となる．uと vを，uが vの親であるような
任意の 2つの頂点とする．|Cu| − |Cv \Nv| ≥ 2が成り立つとき，vを候補と呼ぶ．言い換えると，vは，その親が存
在し，その親が V \Nv に属す v以外の子を持つならば，候補になる．図 4を用いて具体的に説明する．頂点 31の
親 (頂点 5)は，頂点 31の隣接頂点でない別の子 (頂点 61)を持つので，頂点 31は候補である．一方で，頂点 13は，
頂点 13の親 (頂点 5)の全ての子 (頂点 31と頂点 62)に隣接しているので，候補でない．言い換えると，候補とは，
その親が独立頂点でなくなることにより，その親の子である 2つ以上の候補が独立頂点になることで，MISの要素
数を増やすことができるような頂点である．例えば，頂点 5が独立頂点でなくなることで，その隣接する候補である
頂点 31と頂点 62は独立頂点になることができるので，SI より要素数が大きいMISを得ることができる．しかしな
がら，候補同士が隣接する可能性があり，その隣接している候補の両方を独立頂点にすると，SO がMISでなくなる
ので，全ての候補を独立頂点にすることはできない場合がある．具体的には，頂点 53と頂点 79の両方，もしくは頂
点 11と頂点 81の両方を独立頂点にすることはできない．
上記で述べた，候補が隣接する問題を解決するために 2つのフィルタ (第 1フィルタと第 2フィルタ)を導入する．第

1フィルタを通過する候補を予選通過者，第 2フィルタを通過する候補を勝者とする．候補 vは，w.parent < v.parent
が成り立つような隣接する候補 wが存在しないならば，予選通過者になる．図 4において，頂点 79は，その親 (頂
点 71)の識別子が 71であり，その隣接頂点 (頂点 53)の親の識別子が 23なので，予選通過者でない．図 4の例で，
別の親を持ち，隣接している候補が存在しないような候補は予選通過者となる．第 1フィルタのみでは，同一の親を
持ち，隣接している候補同士の問題を解決できていない．よって，第 2フィルタで，アルゴリズム Initと同じよう
に，それら候補同士の識別子を比較することにより，勝者を決定する．q1, q2, . . . , qsを，q1.id < q2.id < . . . qs.id で
あるような予選通過者であるとする．そして，集合W を次のように定義する．q1 ∈ W であり，各 i ≥ 2に対して，
qiに隣接する j < iであるような qj が存在しないとき，かつそのときのみ qi ∈W である．図 4の例では，頂点 11，
31，37，53，62が勝者となる．勝者について次の 2つの補題が成り立つ．

補題 4.3. SI が 1-MISでないならば，子に 2つ以上の勝者が存在するような頂点が少なくとも 1つ存在する．

Proof. 子に候補が存在するような頂点のうち，最小の識別子である頂点を uをする．SI が 1-MISでないならば，そ
のような uが必ず存在する．c1を，Cuに属す候補のうち，最小の識別子である頂点とする．候補の定義より，Cuに
属し，c1と隣接しないような候補が 1つ以上存在する．それらの中で，最小の識別子である頂点を c2とする．c1と
c2は，その親である uの識別子の最小性により，第 1フィルタを通過し，c1と c2自身の識別子の最小性により，第
2フィルタを通過する．以上より，uの子に少なくとも 2つの勝者が存在する．

補題 4.4. SI が 1-MISでないならば，勝者は存在しない．
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図 3: SI が図 2で示されるような Incの 1回の実行により
導かれる SO
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図 4: 第 1フィルタと第 2フィルタ

Proof. SI が 1-MISであり，勝者 v ∈ V が存在すると仮定して，背理法で証明する．uを v の親とする．候補の定
義より，uの子の中に，vに隣接しないような別の候補が少なくとも 1つ存在する．そのような候補を wとする．v
と w は候補なので，SI ∩ (Nv ∪ Nw) = {u}が成り立つ．したがって，SO = SI ∪ {v, w} \ {u}は独立集合であり，
|SO| = |SI |+ 1が成り立つ．これは，SI が 1-MISであるという仮定に矛盾する．

最終的な SO の決定について述べる．SA(SI)を，隣接する勝者が 2つ未満であるような SI に属す全ての頂点
からなる集合とし，以降，単に SA と表す．SB(SI) を，v.parent /∈ SA であるような全ての勝者 v からなる集合
とし，以降，単に SB と表す．これらの定義において，SA ∪ SB は独立集合であり，SI が 1-MIS でないならば，
|SA ∪ SB | ≥ |SI |+ |SB |/2 ≥ |SI |+ 1が成り立つ．これは，次の (i)，(ii)が成り立つからである．(i)補題 4.3より，
SB ̸= ∅が成り立つ．(ii)SI \ SA に属す各頂点は，その隣接頂点に少なくとも 2つの勝者が存在する．したがって，
|SB | ≥ 2|SI \ SA|が成り立つ．一方で，SI が 1-MISならば，補題 4.4より，SA = SI と SB = ∅が成り立つ．ここ
で，SI が 1-MISでないならば，SA ∪ SB は独立集合であるが，極大独立集合であることは保証されていない．図 4
の例では，SA ∪ SB = {11, 31, 53, 62, 71}であり，SA ∪ SB ∪ {28}も独立集合となるため，SA ∪ SB は極大独立集合
ではない．そこで，SC(SI)を，次の 2つを満たすような非勝者 pi /∈ SI の極大集合とし，以降，単に SC と表す．

• pi の隣接頂点に SA ∪ SB に属す頂点が存在しない．

• SC に属し，pi より識別子が小さいような隣接頂点が存在しない．

集合 SA ∪ SB ∪ SC は，pi ∈ SC に属す各頂点が SA ∪ SB ∪ SC に属す隣接頂点を持たないため，独立集合である．
さらに，SA ∪ SB ∪ SC が極大独立集合である．なぜならば，もし，SA ∪ SB ∪ SC が極大独立集合でないならば，
SA ∪ SB ∪ SC に属す隣接頂点を持たないような，非勝者 v ∈ V \ SI が存在するはずである．しかし，そのような非
勝者 vは，SC の定義より，SC に属すはずである．よって矛盾が生じるので，SA ∪ SB ∪ SC は極大独立集合である．
以上より次の 3つの補題が成り立つ．

補題 4.5. SI が極大独立集合ならば，SA ∪ SB ∪ SC は極大独立集合である．

補題 4.6. SI が極大独立集合であり，1-極大独立集合でないならば，|SA∪SB ∪SC | ≥ |SI |+ |SB |/2+ |SC | ≥ |SI |+1
が成り立つ．

補題 4.7. SI が 1-極大独立集合ならば，SA ∪ SB ∪ SC = SI と SB = SC = ∅が成り立つ．

したがって，SO = SA ∪SB ∪SC である．SI が 1-極大独立集合でないならば，|SO| ≥ |SI |+1が成り立ち，SI が
1-極大独立集合であるならば，SO = SI が成り立つ．図 4において，SA = {71},，SB = {11, 31, 53, 62},，SC = {28}
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であり，|SO| = 6 > 3 = |SI |が成り立つ．図 3は，SI が図 2で示されるような Incの 1回の実行により導かれる SO

を表す．
証明は割愛するが，上記補題により，次の 3つの補題が得られ，定理 4.11が導ける．

補題 4.8 (Shiftable Convergence). 状況 Linputから始まる Incの任意の極大実行 ϱは，γcopy ∈ Linputであるような
状況 γ で終了する．

補題 4.9 (Loop Convergence). ϱ0, ϱ1 . . . を Inc の極大実行の無限な系列とする．ここで，各 i ≥ 0 に対して，
ϱi = γi,0, γi,1, . . . , γi,si，γ0,0 ∈ Linput，γi+1,0 = γcopy

i,si
が成り立つとする．そのとき，ある j ≤ nに対して，γj,sj ∈

Cgoal(Inc, EMIS)と R(ϱ0) +R(ϱ1) + . . . R(ϱj) = O(n)が成り立つ．

補題 4.10 (Correctness). 任意の状況 γ ∈ Cgoal(Inc, EMIS)は L1MIS を満たす．

定理 4.11. アルゴリズム Loop(Inc, EMIS, Init) は，述語 L1MIS に対するサイレントな自己安定アルゴリズムで
ある．任意の状況から始まる Loop(Inc, EMIS, Init)の極大実行は O(nD)ラウンド以内に終了する．アルゴリズム
Loop(Inc, EMIS, Init)の 1頂点あたりの空間計算量はO(log n)ビットである．任意の状況 γ ∈ Cgoal(Inc,E)は Lを
満たす．

5 結論

反復合成 [3]を用いて，1-極大独立集合問題を解く，サイレントな自己安定アルゴリズムを提案した．nをグラフの頂
点数，Dをグラフの直径とすると，収束時間は O(nD)ラウンドであり，1頂点あたりの空間計算量は O(log n)ビッ
トである．

謝辞 本研究は，JSPS科研費 17K19977, 18K18000, 19H04085,19K11826，および JST SICROP，JPMJSC1606の
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概 要

本論文では，仮想グリッドネットワーク上での経路最
適化問題を扱う．仮想グリッドネットワークとは，無線
通信端末で構成されている無線ネットワークを一定領
域（以下，グリッドセルとする）ごとに仮想的に分割し，
各グリッドセル毎に代表の無線通信端末（以下，ルータ
とする）を一つ決定し，隣接しているセル同士のルー
タを連結させた格子状の仮想ネットワークである．仮想
グリッドネットワークにおける各無線通信端末間の通信
は，複数のルータを経由することで実現され，送信元の
無線通信端末 (以下,ソースとする)や送信先の無線通信
端末 (以下, ターゲットとする)が移動する場合でも，移
動先の隣接グリッドセルのルータを追加し経路を延長す
ることで，通信経路を保持させることが可能である．し
かし，このような経路の延長を繰り返す場合，通信経路
が冗長になる恐れがある．そこで，仮想グリッドネット
ワーク上での経路を最適化する経路最適化問題が研究さ
れている．仮想グリッドネットワーク上での経路最適化
問題では，利用可能な局所情報と問題の可解性の関係を
明らかにすることを主な目的として研究が進められてお
り, ソース,ターゲットがそれぞれ 1台であるグリッド
ネットワーク上の任意の通信経路が与えられたときに，
各ルータが共通座標系を持たず，経路上 2 ホップ先まで
の情報を用いて局所的な経路の変更を繰り返すことで経
路最適化ができることが証明されている. しかし, ター
ゲットが複数ある場合, それぞれの通信経路が既存研究
の方法で最適化されたとしても通信経路全体で使用され
るルータ数の観点で最適化されない場合がある. そこで，
1台のソースからデータを受け取り複数のターゲットへ
分配する分配ルータ (以下, ディストリビュータとする)

を設置することを考える．

図 1: ソースが 1台, ターゲットが 2台の場合の冗長な
経路

このとき図 1と図 2のようにディストリビュータの位
置によって経路全体で必要となるルータ数が変わってし
まう．図 1ではルータの延べ数はソース, ターゲットも
含めて 9台, 図 2ではルータの延べ数は 7台となってい
る. 本論文では，経路上 3ホップ先までの情報を用いて
ディストリビュータの位置を最適化し，文献 [12] のア
ルゴリズムと組み合わせて経路全体を最適化するアルゴ
リズムを提案する．

図 2: ソースが 1台, ターゲットが 2台の場合のルータ
の延べ数最小経路

1 はじめに

1.1 研究の背景

近年，無線通信端末の普及に伴い，無線ネットワーク
が注目されている [1–4] ．無線ネットワークの例として，
無線通信端末間の通信に基地局や固定網を利用せず，無
線通信端末のみでネットワークを構築するモバイルアド
ホックネットワーク（MANET）[1, 2] や，無線通信可
能な多数のセンサを分散配置し，センサから得られた情
報をセンサ同士の通信によって基地局へ伝送する無線セ
ンサネットワーク（WSNs）[1,5]などが挙げられる．各
無線通信端末の通信範囲は限られており，この通信範囲
内に存在する無線通信端末とのみ直接通信可能である．
そのため，送信先の無線通信端末（以下，ターゲットと
する）が送信元の無線通信端末（以下，ソースとする）
の通信範囲外に存在する場合には，ほかの無線通信端末
を中継して通信する，マルチホップ通信を行う．マルチ
ホップ通信では，ターゲットまでの通信経路を構築する
（以下，ルーティングとする）必要があり，これまでに多
数のルーティングプロトコルが提案されている [1,5–11]．
通常，ルーティングプロトコルでは，通信経路の評価尺
度を定め，その評価尺度の下での最適な通信経路を構
築する．通信経路の評価尺度として，ホップ数，通信遅
延，消費エネルギー，故障耐性などがある [5]．中でも，
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ホップ数は最もよく利用されている評価尺度の一つであ
り，ホップ数が少ない通信経路では通信遅延や消費エネ
ルギーについても少ないことが期待できる．

無線ネットワークのモデルとして，仮想グリッドネッ
トワークがある．このモデルでは，無線通信端末が存
在する領域を，正方形状のグリッドセルによって仮想的
に格子状に分割し，グリッドセルから構成される仮想グ
リッドを考える．そして，各セル毎に一つの代表の無線
通信端末（以下，ルータとする）を決定し，4方向に隣接
しているグリッドセルのルータ同士を連結させ，格子状
の仮想ネットワーク（以下，仮想グリッドネットワーク
と呼ぶ）を構築する．図 3では仮想グリッドネットワー
クのイメージ図を表している.白い円がルータとして選
ばれなかった無線通信端末, 黒い円がルータを示してい
る.また, 緑の点線はグリッドセルの境界線を表し, 水色
の実線はルータが連結している様子を表す.以下の説明
ではグリッドセルの境界線とルータとして選ばれなかっ
た無線通信端末を省略した, 図 3の矢印の右側の図を用
いる.

図 3: 仮想グリッドネットワーク

仮想グリッドネットワーク上の通信経路は，経由する
グリッドセルを決定し，決定したグリッドセルのルータ
を通信の中継として利用することで構成される．このモ
デルは，ルータ以外の無線通信端末をスリープ状態とす
ることが可能なためシステム全体としてのエネルギー
効率が良く，トポロジの単純化によってアルゴリズムの
設計が容易となる等の利点から，幅広く利用されてい
る [12–17]．本研究では，仮想グリッドネットワーク上
の通信経路について扱う．

移動端末による無線ネットワークでは，無線通信端末
が通信範囲外に移動し，既存の通信経路が利用できなく
なる場合がある．このような場合には，利用可能な通信
経路に更新する必要がある．仮想グリッドネットワーク
では，ソースやターゲットが隣接グリッドセルに移動し
た場合，移動した隣接グリッドセルに経路を延長するこ
とで，通信経路を保持させることが可能である．しかし，
図 4 のように，ソースやターゲットが移動を繰り返し，
移動のたびに経路を延長する場合，冗長なホップ数の通
信経路となってしまう．図 4において, 赤い矢印はルー
タが通信を行い, 通信を送る方向を表す.

図 4: 冗長な通信経路

この問題を解決するには，ホップ数最小の通信経路を
再構築すればよいが，そのためにシステム全体の状況
（大域状況）を利用することは，多大な通信量によるエ
ネルギー消費量の増大など，一般的な無線ネットワーク
においては望ましくない．そこで，通信経路の大域的な
情報を用いず，局所的な情報のみに基づいて既存の通信
経路を局所的に変更することでホップ数を改善し，この
局所的な変更を繰り返すことで大域的にホップ数最小の
通信経路を構築できることが望ましい．
このような，仮想グリッドネットワーク上の冗長な
通信経路を最短化するアルゴリズムが提案されている
[12–17]．S.Takatsu らは文献 [12] で，各無線通信端末
が共通の座標系を持ち，通信経路に沿って前後 3 ホップ
先までの経路情報がわかれば，ネットワークの規模に関
係なく局所情報のみで最短経路を自律的に構築可能であ
るアルゴリズムを提案した．宮川らは文献 [13] で，文
献 [12] で提案された Zigzag を改良し，前後 2 ホップ
先までの経路情報のみで同じ問題を解決するアルゴリズ
ムを提案した．風岡らは文献 [14]において,各ルータが
共通の座標系を持っていなくても文献 [13]と同様に経
路上 2 ホップ先までの情報のみを用いて同じ問題を解
決するアルゴリズムを提案した．さらに金らは文献 [15]

で，各無線通信端末が共通の座標系を持ち，前後 3 ホッ
プ先までの経路情報を用いて，2 つのターゲットまでの
最短経路を構築するアルゴリズムを提案した．金らは文
献 [16,17] で，仮想グリッド上の通信経路を三次元に拡
張し，各無線通信端末が共通の座標系を持ち，経路上で
前後 3 ホップ先までの局所情報を用いて，最短経路を自
律的に構築するアルゴリズムを提案した．
既存研究 [12–14,16,17] では，ターゲットが 1つであ
る経路の場合についての経路最適化アルゴリズムを提案
しているが，本研究では，文献 [15] と同様にターゲッ
トが 2つある経路の場合のアルゴリズムを提案する. 文
献 [15]では,仮想ホームと呼ばれる,3点の経路をつなぐ
ルータを配置し,その位置と周辺の経路を変更することに
よって経路全体のルータの延べ数を最小化するアルゴリ
ズムを提案している.しかし,このアルゴリズムでは仮想
ホームの初期配置がホームと呼ばれる送信ルータと同一
の位置でなければ実行することができない. そこで，本
論文では，3点の経路をつなぐルータの初期配置をソー
ス, ターゲットと同一の位置を含めた仮想グリッドネッ
トワーク上の任意の場所に置き,その位置を変更するこ
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とで経路を最適化することを考える．本論文では，1台
のソースと 2 台のターゲット間の経路に関して，これ
ら 3台のルータをつなぐルータ（ディストリビュータと
呼ぶ）の位置を移動させることでこの経路を最適化する
アルゴリズムを提案する．提案アルゴリズムは，共通座
標系を仮定し，ディストリビュータとソースおよびター
ゲット間の経路最適化については文献 [12]のアルゴリズ
ムを利用しており，経路上の前後 3ホップの経路情報を
利用している．

1.2 論文の構成
本論文の構成は次の通りである．第 2章では関連研究
を示す．第 3章では本研究のモデルについて述べる．第
4章では提案アルゴリズムについて説明する．第 5章で
は提案アルゴリズムの正当性を証明する．最後に第 6章
でまとめを述べる．

2 関連研究
2.1 Zigzagアルゴリズム
S.Takatsuらは文献 [12] で，各ルータが共通の座標系
を持ち，前後 3ホップ先までの経路情報がわかれば，ネッ
トワークの規模に関係なく局所情報のみで最短経路自律
的に構築可能であることを示した．ここでは，文献 [12]

で提案された，Zigzag アルゴリズムを紹介する．
文献 [12]では，図 5のように，黒い円で表されている
ルータが仮想的にグリッド状に配置されていると考え，
各ルータは自身と実線で 4方向に連結しているルータと
の間で通信を行うことが可能である.緑の点線は仮想グ
リッドの境界線, 白い円はルータに選ばれなかった無線
通信端末を表す.この仮想グリッドネットワーク上に存
在するルータ piとルータ pj，ルータ pj とルータ pk が
連結しているとき，

|−−→pipj | = |−−→pjpk| = 1

かつ,

−−→pipj · −−→pjpk = 0または |−−→pipj · −−→pjpk| = 1

が成り立つものとする.ここで, −−→pipj , −−→pjpkはそれぞれ
piから pj へ通信を行う方向, pj から pkへ通信を行う方
向を表し, |−−→pipj |, |−−→pjpk|はそれぞれ pi から pj へ通信を
行う距離, pj から pk へ通信を行う距離を表す.

図 5: 仮想的にグリッド状に配置されたルータ

また，ルータを，経路に現れる順に p0, p1, ...., pn と
し，経路を，(p0, p1, ...., pn) というように，ルータの順
序集合で表す．

Zigazag アルゴリズムでは，仮想グリッドネットワー
ク上の任意の経路が与えられたときに，以下の 3 種類の
局所変更を繰り返すことで，経路全体を最適化する．

shortcut1 −−−−→pi−1pi · −−−−→pipi+1 = −1 ならば,

(..., pi−1, pi, pi+1, ...) を (..., pi−1, ...) に変更する
(図 6).

shortcut2 −−−−→pi−1pi · −−−−→pipi+1 = 0 かつ, −−−−→pi−1pi ·
−−−−−→pi+1pi+2 = −1ならば,(..., pi−1, pi, pi+1, .pi+2, ..)を
(..., pi−1, .pi+2, ..)に変更する (図 7).

zigzag −−−−→pi−1pi · −−−−→pipi+1 = 1 かつ, −−−−→pipi+1 · −−−−−→pi+1pi+2 = 0

な ら ば,(..., pi−1, pi, pi+1, .pi+2, ..) を (..., pi−1,

pi, q, .pi+2, ..) に変更する. ただし, q は
−→piq = −−−−−→pi+1pi+2 を満たすルータとする (図 8).

図 6: shortcut1

図 7: shortcut2

図 8: zigzag

Zigzagアルゴリズムでは，複数の適用可能な局所変更
が同時に適用されると，経路が切断される場合がある．
そこで，経路の切断を回避するために，局所変更に優先
順位が設けられている．局所変更の優先順位を，表 1に
示す．

表 1: 衝突した場合の優先順位
pi で適用可能な変更 shortcut1 shortcut2 zigzag

pi−2 で優先される局所変更 - shortcut2 -

pi−1 で優先される局所変更 shortcut1 shortcut1,2 shortcut2,zigzag

pi+1 で優先される局所変更 - shortcut1 shortcut1,2　
pi+2 で優先される局所変更 - shortcut1 shortcut1,2

表 1では, piで適用可能な変更が存在する場合,その局
所変更を実行できるかどうかを表している.例えば, piで
shortcut1が適用可能な場合, pi−2, pi+1, pi+2 で適用可
能な局所変更が存在し実行が行われた場合でも,経路が切
断されることがないため実行可能である. しかし, pi−1で
shortcut1が適用可能な場合,pi, pi−1で shortcut1の局所
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変更を実行してしまうと経路が切断されてしまう. そこ
で, pi−1 で shortcut1が適用可能な場合,pi で shortcut1

の局所変更は実行しない. pi−1 で shortcut2, zigzagが
適用可能な場合, 経路が切断されることがないため, pi
で shortcut1の局所変更を実行する. また, pi から前後
3ホップの経路情報を参照した場合, pi−2から pi+2にお
いて適用可能な局所変更が存在するか確認することが出
来る.この範囲外での局所変更は piで適用可能な変更に
は直接影響しないため, pi−2 から pi+2 において経路が
切断されないように優先順位を設定している.

2.2 経路結合アルゴリズム
金らは文献 [15] で，ソースが 1つ, ターゲットが 2つ
与えられている仮想グリッドネットワーク上で, 各ルー
タが共通の座標系を持ち，経路上前後 3 ホップの経路情
報が参照可能なモデルで任意の経路を最短にするアルゴ
リズムを提案した．文献 [15]では,図 9のように経路上
の隣接するルータの位置を共通座標系に基づく方向ラベ
ルに基づき経路情報として保持している.方向ラベルは
L, U, R, Dの 4種類である.

図 9: 各ルータの共通座標系に基づく方向ラベル

文献 [15] では, ホームと呼ばれる送信ルータから 2

ホップの経路の出力を表 2のように修正した Zigzagア
ルゴリズム [15]の改良アルゴリズムと提案されている
アルゴリズムを組み合わせて実行することでソースが 1

つ, ターゲットが 2つ与えられている任意の経路を最短
にする.

表 2: zigzagアルゴリズムの改良
ホームから 2ホップの距離の方向 修正された距離の方向

(U, R) (R, U)

(L, U) (U, L)

(D, L) (L, D)

(R, D) (D, R)

ここでは,文献 [15]で提案されている経路結合アルゴ
リズムを紹介する. 文献 [15] では，文献 [12]と同様に
図 5 のように，黒い円で表されているルータが仮想的に
グリッド状に配置されていると考え，各ルータは自身と
実線で 4方向に連結しているルータとの間で通信を行う

ことが可能である.緑の点線は仮想グリッドの境界線, 白
い円はルータに選ばれなかった無線通信端末を表す.こ
の仮想グリッドネットワーク上に存在するルータ pi と
ルータ pj，ルータ pj とルータ pk が連結しているとき，

|−−→pipj | = |−−→pjpk| = 1

かつ,

−−→pipj · −−→pjpk = 0または |−−→pipj · −−→pjpk| = 1

が成り立つものとする.ここで, −−→pipj , −−→pjpkはそれぞれ
piから pj へ通信を行う方向, pj から pkへ通信を行う方
向を表し, |−−→pipj |, |−−→pjpk|はそれぞれ pi から pj へ通信を
行う距離, pj から pk へ通信を行う距離を表す.

初期条件として, ホームから 2つのターゲットまでを
結ぶ経路が存在する.ホームの位置から仮想ホームと呼
ばれる位置変更が可能なルータが 2つのターゲットまで
を結ぶ経路を変更しながら位置を変更することにより,

経路全体の使用するルータの延べ数を最小化する. 経路
結合アルゴリズムでは, 仮想グリッドネットワーク上の
3点間の任意の経路が与えられたときに, 図 10, 11, 12

のような局所変更を繰り返すことで, ルータの延べ数を
最小化する.家の印がついた円は仮想ホーム, 白い円は
移動前の仮想ホームの位置を表す. また, 点線は仮想グ
リッドネットワーク上のルータの連結部分を表し, 縦の
点線と横の点線の交点にルータが存在する. 先端が円の
矢印はホームから仮想ホームまでの経路, 先端がひし形
の矢印, 先端が三角形の矢印は仮想ホームからターゲッ
トまでの経路を示している.

図 10: U-sharp

図 11: Common Path
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図 12: Redundant Path

2.3 その他の関連研究

先に紹介した二つの研究以外にも，仮想グリッドネッ
トワーク上の冗長な通信経路の最適化について，様々な
研究がなされている．宮川らは文献 [13] で,文献 [12] で
提案された Zigzag を改良し，より少ない前後 2 ホップ
先までの経路情報のみで同じ問題を解決するアルゴリズ
ムを提案した．風岡らは文献 [14]で,各ルータが共通座
標系を持っていなくても，経路上 2 ホップ先までの情報
のみを用いて，局所的な経路の変更を繰り返すことで最
短経路を構成するアルゴリズムを提案した．

金らは [16,17] で，仮想グリッド上の通信経路を三次
元に拡張し，各ルータが共通の座標系を持ち，経路上で
前後 3 ホップ先までの局所情報を用いて，最短経路を自
律的に構築するアルゴリズムを提案した．

3 モデル

3.1 仮想グリッドネットワークのモデル

仮想グリッドネットワークは，無線ネットワークを仮
想的に正方形状のグリッドセルに格子状に分割すること
により得られる．このとき，各セルに 1 つ以上の無線通
信端末が存在するように分割する．グリッドセルのサイ
ズは，同じグリッドセル内の無線通信端末と，隣接する
グリッドセル内の無線通信端末が直接通信できるように
定められる．従って，無線通信端末の通信範囲を R と
すると，グリッドセルの一辺の大きさは， R√

5
以下とな

るように決定する．

仮想グリッドネットワークを，無向辺グラフ Ng =

(Vg, Eg) と表す．ここで，Vg はルータの集合，Eg は
通信リンクの集合を表す．ルータ pi, pj ∈ Vg それぞれ
を含むグリッドセルが辺を共有して隣接しているときの
み，通信リンク (pi, pj) ∈ Eg が存在する．つまり，仮
想グリッドネットワーク Ng は格子グラフとなる．ま
た，ルータが仮想的にグリッド状に配置されているた
め，(pi, pj), (pj , pk) ∈ Eg であるとき，図 13 のように，
−−→pipj · −−→pjpk = 0または,|−−→pipj · −−→pjpk| = 1が成り立つもの
とする．黒い円がルータ, 緑の点線は仮想グリッドの境
界線, 白い円はルータに選ばれなかった無線通信端末を
表す.

図 13: 仮想的にグリッド状に配置されたルータ

ルータ同士の通信は，完全同期通信である. 各ルータ
は通信が可能な 4方向に隣接するルータの位置のみ把握
し, 直接通信できないルータから自身のルータまでの位
置情報を持たないものとする. ルータは経路全体に関す
る情報を持っておらず,経路上 3ホップ先までの経路情
報のみを持っている. 経路上の各ルータは,軸の方向と
向き,単位距離に合意を持ち, 共通の座標系をもつ.図 14

のように，経路上の各ルータは，共通の座標系に基づく
方向ラベルU(Up)，D(Down)，R(Right)，L(Left)を保
存している. また経路上の各ルータは 4方向に隣接する
ルータと通信を行い, お互いが所持している方向ラベル
の情報を交換することで経路上の前後 3ホップの経路情
報を最新の情報に更新する．

図 14: 各ルータの共通座標系に基づく方向ラベル

本研究では,1台のソース sと 2台のターゲット t1 と
t2 を仮定し,さらに送信する情報の分配を担う１台の分
配ルータ (以下,ディストリビュータとする)dを考える．
ソース sはディストリビュータ dまでの経路 P sを持ち,

この経路は sから dまでのルータ列 P sで次のように表
現される：P s = (ps0, p

s
1, p

s
2, · · · , psi ) (ただし,0 ≤ j < i

の jに対して,psj と ps(j+1)は隣接ルータである)．同じく
dは t1と t2までの異なる２つの経路 P t1 と P t2 を持つ．
P sは P sの逆順列である：P s = (psi , p

s
(i−1), · · · , p

s
1, p

s
0)．

3.2 仮想グリッドネットワーク上での通信経路最適化
問題

仮想グリッドネットワークでは，ターゲットが現在の
グリッドセルから隣接グリッドセルに移動した場合，移
動した隣接グリッドセルに経路を延長することで，通信
経路を保持させることが可能である．しかし，図 15のよ
うにターゲットが移動を繰り返し移動のたびに経路を延
長する場合，冗長なホップ数の通信経路となってしまう．
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図 15において, 赤い矢印はルータが通信を行い, データ
を送る方向を表す.

図 15: 冗長な通信経路

この問題は既存研究 [12–14] の方法を用いることで
解決できる. ターゲットが 2台の場合,それぞれのター
ゲットまでの経路が既存研究 [12–14]の方法を用いると,

P s, P t1, P t2 の最短化は保証可能であるが, ディストリ
ビュータの位置によって経路全体のルータの延べ数が増
減してしまう場合がある.つまり, 経路全体のルータの
延べ数の観点で見た場合, 既存研究 [12–14]を用いた各
経路の最短化は必ずしも経路全体の延べ数を最小にする
わけではない. 本論文では，このようにして生じた経路
全体のルータの延べ数の観点で冗長な通信経路を，経路
全体のルータの延べ数最小の通信経路に更新することを
考える．仮想グリッドネットワーク上での通信経路最適
化問題は，次のように定義される．

定義 1. 仮想グリッドネットワーク上での経路最適化問題
は, 予め決められたルータ s,d,t1,t2 及び, 経路 P s, P t1 ,

P t2 が与えられたとき,全ての経路の連結性を保持しつ
つ,全経路上のルータの延べ数が最小の経路を構成する
問題である.

4 提案アルゴリズム
4.1 局所的な変更
提案アルゴリズムは,与えられた３つの経路 P s, P t1 ,

P t2 に対してディストリビュータ dが局所的な変更を行
う. 既存研究 [12]の局所変更のみでは, ルータ数を減少
できるが, ルータの延べ数は最小にすることができない.

ルータの延べ数が最小となる経路はディストリビュータ
dを適切な位置に移動させ,それぞれの経路P s, P t1 , P t2

において最短経路を形成しているものである. 提案アル
ゴリズムの局所変更では, ディストリビュータ dが移動
する際に経路を単純に延長することで経路の形状を変化
させる. そこで, 提案アルゴリズムの局所変更と既存研
究 [12]の仮想グリッドネットワークにおける２点間の経
路最適化をそれぞれ実行することでルータの延べ数が最
小の経路を形成する.与えられた通信経路に対し, 提案
アルゴリズムの局所変更と既存研究 [12]の局所変更を
同時に行い, その局所変更が終了するまでの過程をラウ
ンドと呼ぶ. このラウンドを繰り返すことでルータの延
べ数を最小にする. このとき,提案アルゴリズム, [12]の
アルゴリズムの入力は,P s,P t1 ,P t2 とする（P sは逆順列
であることに注意）．よって本節では、dの移動アルゴ
リズムを紹介する. dの位置によって全体経路上のルー
タの数が変化するため,dを最適な位置に移動させること

で通信経路最適化問題を解決する.

ディストリビュータ dは,３つの経路 P s,P t1 ,P t2 の最
初の３ホップまでの経路情報が参照可能である（３つの経
路は全部dから始まるため）. 提案アルゴリズムでは, 3つ
の経路 P s,P t1 ,P t2 における ps1,P

t1
1 ,P t2

1 で既存研究 [12]

の局所変更が適用可能な場合は局所変更を行わない. 提
案アルゴリズムでは,３つの経路 P s,P t1 ,P t2 のうち,2つ
の経路を選択する. 選択する順序は P t1 ,P t2 の組み合わ
せ, P s,P t1 の組み合わせ, P s,P t2 の組み合わせの順であ
る. 条件が当てはまる場合,局所変更を行う.選択された 2

つの経路を P x = (px0 , p
x
1 , ..., p

x
i ),P

y = (py0, p
y
1, ..., p

y
j )(た

だし, P x, P y ∈ {P s, P t1 , P t2})とする. 以下に 3種類の
局所変更を示す.

Rule1
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = −1 かつ,

−−→
px1p

x
2 ·
−−→
py1p

y
2 = 1 かつ,

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 0ならば, P x = (px0 , p

x
1 , ...)を P x =

(q, px0 , p
x
1 ...), P

y = (py0, p
y
1, ...)を P y = (q, py0, p

y
1...)

に変更する. ただし, q は
−→
qpx0 =

−→
qpy0 = −−−→px1p

x
2 =

−
−−→
py1p

y
2 を満たすルータとする.

Rule2
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 0 かつ,

−−→
px1p

x
2 ·
−−→
py0p

y
1 = 1, また

は
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 0 かつ,

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py1p

y
2 = 1 ならば,

前者なら P x = (px0 , p
x
1 , ...) を P x = (py1, p

x
0 , p

x
1 ...),

P y = (py0, p
y
1, ...) を P y = (py1, p

y
0, p

y
1...) に変更し,

後者なら P x = (px0 , p
x
1 , ...) を P x = (px1 , p

x
0 , p

x
1 ...),

P y = (py0, p
y
1, ...)を P y = (px1 , p

y
0, p

y
1...)に変更する.

Rule3
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 1 ならば, P x = (px0 , p

x
1 , ...) を

P x = (px1 , p
x
0 , p

x
1 ...), P y = (py0, p

y
1, ...) を P y =

(py1, p
y
0, p

y
1...)に変更する.

局所的な変更の様子を, 図 16, 17, 18 に示す. 実線の
矢印は P x, 点線の矢印は P y の経路を表す. 提案ア
ルゴリズムでは選択する経路の組み合わせによって
2 つ以上の局所変更のルールが発見される場合があ
る. 複数の局所変更のルールを実行すると不必要に冗
長な経路を生成し, 適用する順序によっても実行結
果が異なってしまう. そのため選択された 2 つの経
路を基に発見された局所変更を Rulei − {P x, P y} と
表し, 局所変更の衝突を避けるため, 優先順位は降順
で Rule1 − {P t1, P t2},Rule1 − {P s, P t1},Rule1 −
{P s, P t2},Rule2 − {P t1, P t2},Rule2 −
{P s, P t1},Rule2 − {P s, P t2},Rule3 −
{P t1, P t2},Rule3 − {P s, P t1},Rule3 − {P s, P t2}
とする.
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図 16: Rule1

図 17: Rule2

図 18: Rule3

4.2 提案アルゴリズムの実行の流れ

提案アルゴリズムは，与えられた仮想グリッドネット
ワーク上の経路を，既存研究 [12]の局所変更とそれぞ
れ独立して繰り返し適用することでルータの延べ数を最
小にする．図 19, 20, 21,22, 23, 24を使って提案アルゴ
リズムの実行の流れを説明する.先端が三角形の矢印は
P sの経路,先端が凹四角形の矢印は P t1の経路, 先端が
ひし形の矢印は P t2 の経路を表す. 図 19の経路におい
て P t1 と P t2 の組み合わせで Rule2が発見され実行さ
れると 図 20のようになる. 図 20の経路において既存
研究 [12]の局所変更が実行されると図 21のようになる.

図 21の経路において既存研究 [12]の局所変更の zigzag

が発見されるためディストリビュータの移動は行わない.

図 21の経路において既存研究 [12]の局所変更が実行さ
れると図 22のようになる. 図 22の経路において P t1と
P t2の組み合わせでRule1が発見され実行されると図 23

のようになる. 図 23の経路において既存研究 [12]の局
所変更が実行されると図 24のようになる.

図 19: 冗長な経路

図 20: 1ラウンド目終了後の経路

図 21: 2ラウンド目終了後の経路

図 22: 3ラウンド目終了後の経路
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図 23: 4ラウンド目終了後の経路

図 24: 5ラウンド目終了後の経路

dの移動アルゴリズムの詳細は以下の Algorithm 1に
示す.

Algorithm 1 分配ノード dの移動アルゴリズム
1: var

2: state ← null:dで局所変更が適用可能かどうかを
格納する変数

3: //1: Rule1, 2: Rule2, 3: Rule3, 4: dの局所変更
を実行しない

4: P x ← null:経路を格納する変数
5: P y ← null:経路を格納する変数
6: //P s, P t1, P t2

7: function

8: state ← null

9: P x ← P s

10: ルーティング情報を確認する
11: if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = −1

12: state ← 4//shortcut1が適用可能．
13: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 0 and

14:
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px2p

x
3 = −1 then

15: state ← 4//shortcut2が適用可能．
16: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 1 and

17:
−−→
px1p

x
2 ·
−−→
px2p

x
3 = 0 then

18: state ← 4//zigzagが適用可能
19: P x ← P t1

20: ルーティング情報を確認する
21: if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = −1

22: state ← 4//shortcut1が適用可能．
23: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 0 and

24:
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px2p

x
3 = −1 then

25: state ← 4//shortcut2が適用可能．
26: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 1 and

27:
−−→
px1p

x
2 ·
−−→
px2p

x
3 = 0 then

28: state ← 4//zigzagが適用可能
29: P x ← P t2

30: ルーティング情報を確認する
31: if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = −1

32: state ← 4//shortcut1が適用可能．
33: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 0 and

34:
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px2p

x
3 = −1 then

35: state ← 4//shortcut2が適用可能．
36: else if

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 1 and

37:
−−→
px1p

x
2 ·
−−→
px2p

x
3 = 0 then

38: state ← 4//zigzagが適用可能
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1: //提案アルゴリズムの適用ができるか
2: if state ̸= 4

3: P x ← P t1

4: P y ← P t2

5: if (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = −1) ∧(−−−→px1 , p

x
2 ·
−−−→
py1, p

y
2 = 1) ∧

6: (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
px1 , p

x
2 = 0) then Apply Rule 1

7: P x ← P s

8: P y ← P t1

9: if (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = −1) ∧(−−−→px1 , p

x
2 ·
−−−→
py1, p

y
2 = 1) ∧

10: (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
px1 , p

x
2 = 0) then Apply Rule 1

11: P x ← P s

12: P y ← P t2

13: if (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = −1) ∧(−−−→px1 , p

x
2 ·
−−−→
py1, p

y
2 = 1) ∧

14: (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
px1 , p

x
2 = 0) then Apply Rule 1

15: P x ← P t1

16: P y ← P t2

17: if ((
−−−→
px1 , p

x
2 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 1) ∨ (

−−−→
py1, p

y
2 ·
−−−→
px0 , p

x
1 = 1))

18: ∧ (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 0) then Apply Rule 2

19: P x ← P s

20: P y ← P t1

21: if ((
−−−→
px1 , p

x
2 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 1) ∨ (

−−−→
py1, p

y
2 ·
−−−→
px0 , p

x
1 = 1))

22: ∧ (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 0) then Apply Rule 2

23: P x ← P s

24: P y ← P t2

25: if ((
−−−→
px1 , p

x
2 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 1) ∨ (

−−−→
py1, p

y
2 ·
−−−→
px0 , p

x
1 = 1))

26: ∧ (
−−−→
px0 , p

x
1 ·
−−−→
py0, p

y
1 = 0) then Apply Rule 2

27: P x ← P t1

28: P y ← P t2

29: if
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 1 then Apply Rule 3

30: P x ← P s

31: P y ← P t1

32: if
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 1 then Apply Rule 3

33: P x ← P s

34: P y ← P t2

35: if
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 1 then Apply Rule 3

5 アルゴリズムの証明
文献 [12] では, 提案されているアルゴリズム (以下,

Zigzagアルゴリズム [12]とする)が経路を切断すること
なく仮想グリッドネットワークにおける 2点間の最短経
路に収束することが示されている. そこで本章では,提
案アルゴリズムがルータ数の延べ数が最小となる経路に
収束することを証明する. そのために, 提案アルゴリズ
ムが以下の 3つのことを満たすことを証明する.

1. 提案アルゴリズムの更新によって通信経路が切断さ
れない.

2. 提案アルゴリズムが経路をルータの延べ数が最小と
なる通信経路を形成する.

3. 提案アルゴリズムの更新が経路をルータの延べ数が
最小となる通信経路を形成したら, 以降は提案アル
ゴリズムの更新によって経路は変わらない.

補題 1. 提案アルゴリズムの実行により通信経路が切断
されない.

Proof. 提案アルゴリズムの 3種類の更新ルールはすべ
て経路を延長するだけなので経路が切断されることはな
い. 提案アルゴリズムは優先順位によって複数の更新が
同時に起こることはなく, また 1回の更新が実行された
ら終了する. 経路が切断される場合は, [12]で提案されて
いるアルゴリズムと本論文の提案アルゴリズムが同時に
実行される場合だけである. しかし, 今回のモデルでは
本論文の提案アルゴリズムは 3つの経路 P s,P t1 ,P t2 に
おける ps1,P

t1
1 ,P t2

1 で既存研究 [12]の局所変更が適用可
能な場合は局所変更を行わない. 従って, 提案アルゴリ
ズムの局所変更に既存研究 [12]の局所変更が影響する場
合は実行しないため, 経路の切断は行われない. よって,

すべての場合において経路が切断されないため, 提案ア
ルゴリズムの実行によって通信経路が切断されない.

定義 2. 曲ルータ

P s = (d = psl , p
s
l−1, p

s
l−2, ..., p

s
0 = s)となる経路を d-s

経路, P t1 = (d = pt10 , pt11 , pt12 , ..., pt1m = t1)となる経路を
d-t1経路,P t2 = (d = pt20 , pt21 , pt22 , ..., pt2n = t2)となる経
路を d-t2経路とする. 曲ルータは次の 3つの条件のいず
れかを満たすルータである.ルータがP sに属し, s,dまた
は
−−−−→
psi−1p

s
i ·
−−−−→
psip

s
i+1 = 0,

−−−−→
psi−1p

s
i ·
−−−−→
psip

s
i+1 = −1となるような

psi であるなら曲ルータである. ルータが P t1 に属し, d,

t1または
−−−−→
pt1i−1p

t1
j ·
−−−−→
pt1j pt1j+1 = 0,

−−−−→
pt1j−1p

t1
j ·
−−−−→
pt1j pt1j+1 = −1と

なるような pt1j であるならば, 曲ルータである. ルータが

P t2に属し, d, t2 または
−−−−−→
pt2k−1p

t2
k ·
−−−−−→
pt2k pt2k+1 = 0,

−−−−−→
pt2k−1p

t2
k ·−−−−−→

pt2k pt2k+1 = −1となるような pt2k であるならば曲ルータで
ある. s,d,t1,t2を曲ルータに含めるため,定義より経路
P s,P t1,P t2において経路長が 1以上なら曲ルータは 2個
以上存在する. 経路 P s,P t1,P t2 において経路長が 0で
あるならば, 曲ルータは 1個存在する.経路 P s, P t1, P t2

の中の曲ルーターの数をそれぞれ,x+ 1, y + 1, z + 1個
とすると,qsi (0 ≤ i ≤ x)は経路 P sの中で i番目の曲ルー
タ ,qt1j (0 ≤ j ≤ y)は経路 P t1 の中で j番目の曲ルータ
,qt2k (0 ≤ k ≤ z)は経路 P t2 の中で k番目の曲ルータで
ある.

定義 3. 直線部分

P s = (d = psl , p
s
l−1, p

s
l−2, ..., p

s
0 = s) となる経路を

d-s 経路, P t1 = (d = pt10 , pt11 , pt12 , ..., pt1m = t1) とな
る経路を d-t1 経路,P t2 = (d = pt20 , pt21 , pt22 , ..., pt2n =

t2) となる経路を d-t2 経路とする. ssu(1 ≤ u ≤ x),

st1v (1 ≤ v ≤ y), st2w (0 ≤ w ≤ z)を直線部分 (qsu−1q
s
u),

(qt1v−1q
t1
v ), (qt2w−1q

t2
w ) とする. 経路 P s, P t1, P t2 は直線

部分の列 (ss1, s
s
2, ..., s

s
x), (s

t1
1 , st12 , ..., st1y ), (st21 , st22 , ..., st2z )

で表すことができ, これを経路 P s, P t1, P t2 の直線部分
列とする. 経路 P s, P t1, P t2 の中の曲ルーターの数を

それぞれ,x+1,y+1,z+1個とすると,
−→
ssi ,
−→
st1j ,
−→
st2k はルータ

のベクトル
−−−−→
qsi−1q

s
i (0 ≤ i ≤ x),

−−−−→
qt1j−1q

t1
j (0 ≤ j ≤ y),

−−−−→
qt2k−1q

t2
k (0 ≤ k ≤ z)と表すことができる.
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図 25: 直線部分

定義 4. ポテンシャル関数 f(P s, P t1, P t2)

ポテンシャル関数 f は f(P s, P t1, P t2) = (|P s| +
|P t1| + |P t2|, |ss1| + |st11 | + |st21 |, |ss2| + |st12 | + |st22 |, ...)
(|P s|, |P t1|, |P t2|はそれぞれ経路 P s, P t1, P t2 の全体の
長さであり, |ssi |(1 ≤ i ≤ x), |st1j |(1 ≤ j ≤ y), |st2k |(1 ≤
k ≤ z) を直線部分 ssi , s

t1
j , st2k の長さとする.|P s| =∑x

i=1 |ssi |, |P t1| =
∑y

j=1 |st1j |, |P t2| =
∑z

k=1 |st2k | が成
り立つ.)ポテンシャル関数の値は辞書順比較による全順
序である.

定義 5. 中央点 Cp

s の座標を原点 (0, 0) とした場合, 一般的な直交
座標系における t1 と t2 の座標が計算でき, それらを
(t1x, t1y), (t1x, t1y)とする. 中央点 Cpの座標は (Cpx =

M(0, t1x, t2x), Cpy = M(0, t1y, t2y))(M(a, b, c)は整数
a, b, cの中央値を返す関数)となる.

定義 6. ルータの延べ数最小経路

ルータの延べ数最小経路は次の条件を満たす. 1 つ
目は, ディストリビュータ d は中央点 Cp の座標に存
在する. 2 つ目は, 経路 P s, P t1, P t2 の直線部分列
(ss1, s

s
2, ..., s

s
x),(s

t1
1 , st12 , ..., st1y ) ,(st21 , st22 , ..., st2z )は, (0 ≤

i ≤ x− 1), (0 ≤ j ≤ y − 1), (0 ≤ k ≤ z − 1)において,

|P s|, |P t1|, |P t2| ≥ 0なら |ssi | = |st1j | = |st2k | = 1を満た
す. |P t2| = 0なら |ssi | = |st1j | = 1かつ |st2k | = 0 を満た
す. |P t1| = 0なら |ssi | = |st2k | = 1かつ |st1j | = 0 を満た
す. |P s| = 0なら |st1j | = |st2k | = 1かつ |ssi | = 0を満た
す. この 2つの条件を満たす経路をルータの延べ数最小
経路と呼ぶ. 通常, ディストリビュータからソース, ター
ゲットまでの経路がそれぞれ 1つの直線部分で構成され
ていなければ, 図 26, 27のように 2つ存在する. 1つの
直線部分で構成されている場合, ルータの延べ数最小経
路は図 28 に示すようにただ 1つ存在する.図 29のよう
にディストリビュータがソース, ターゲットと一致する
場所に移動するときは一致したルータまでの経路長は 0

となる.ディストリビュータがソース, ターゲットと一致
する場所に移動し, ディストリビュータからソース, ター
ゲットまでの経路がそれぞれ 1つの直線部分で構成され
ていなければ, 図 30, 31, 32, 33のように 4つ存在する.

図 26: ルータの延べ数最小経路 1

図 27: ルータの延べ数最小経路 2

図 28: ルータの延べ数最小経路 3

図 29: ルータの延べ数最小経路 4

図 30: ルータの延べ数最小経路 5
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図 31: ルータの延べ数最小経路 6

図 32: ルータの延べ数最小経路 7

図 33: ルータの延べ数最小経路 8

補題 2. ディストリビュータ dの位置が中央点 Cpであ
り, Zigzagアルゴリズム [12]が収束しているのであれ
ば, ルータの延べ数最小経路を形成する.

Proof. d の 座 標 が 中 央 点 Cp の 座 標
(M(0, t1x, t2x,M(0, t1y, t2y) であるとルータの延べ
数最小経路となることを説明する. 0 ≤ t1x ≤ t2x と
して考え, d=(d′x ̸= M(0, t1x, t2x,M(0, t1y, t2y)でルー
タの延べ数最小経路を形成すると仮定する. このとき
M(0, t1x, t2x = t1x となる. d′x < 0 とすると d′x の値
を 1 増加させることで 0, t1x, t2x との差がそれぞれ 1

減少し, 全体の経路長が減少する. よって仮定と矛盾
する. 0 ≤ d′x < t1x とすると d′x の値を 1増加させる
ことで 0との差は 1増加するが, t1x, t2x との差がそれ
ぞれ 1 減少し, 全体の経路長が 1 減少する. よって仮
定と矛盾する. t1x < d′x ≤ t2x とすると d′x の値を 1

減少させることで t2x との差は 1増加するが, 0, t1x と
の差がそれぞれ 1 減少し, 全体の経路長が 1 減少する.

よって仮定と矛盾する. t2x < d′x とすると d′x の値を 1

減少させることで 0, t1x, t2x との差がそれぞれ 1 減少
し, 全体の経路長が減少する. よって仮定と矛盾する.

従って, dx = M(0, t1x, t2x = t1x のとき全体の経路長
が最小となる. これは, 0, t1x, t2x の大小比較を変更し
た場合や d′y ̸= M(0, t1y, t2y とした場合でも同様に示
すことが出来る. 従って d の座標が中央点 Cp の座標

(M(0, t1x, t2x,M(0, t1y, t2y)であるときルータの延べ数
最小経路となる. また, ルータの延べ数最小経路の 2つ
目の条件は Zigzagアルゴリズム [12]が収束した時,保
証される. 従って, ディストリビュータ dの位置が中央
点と一致するならば, Zigzag アルゴリズム [12] が収束
すればルータの延べ数最小経路を形成する.

補題 3. 提案アルゴリズムは少なくとも 2ラウンドあた
りの経路変更によってポテンシャル関数の値が減少する.

Proof. 1ラウンド目における経路変更前の経路,ポテンシ
ャル関数をそれぞれ, P s, P t1, P t2, f(P s, P t1, P t2)とす
る. また,2ラウンド目における経路変更後の経路,ポテン
シャル関数をそれぞれ, P s’, P t1’, P t2’, f(P s, P t1, P t2)’

とする. ディストリビュータが移動するラウンドを考える.

まず, Rule1について考える. P x = P t1, P y = P t2 とす

る.
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = −1, −−→px1p

x
2 ·
−−→
py1p

y
2 = 1,

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 = 0よ

り
−−→
py1p

y
2 ·
−−→
py1p

y
2 = 0. よって

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
2 =
−−→
px0p

x
1 · (−

−→
qpx0) =

0,
−−→
py0p

y
1 ·
−−→
py1p

y
2 =
−−→
py0p

y
1 · (−

−→
qpy0) = 0となる.よって, 1ラ

ウンド目において, Rule1を実行すると P x = P t1, P y =

P t2 は曲ルータを生成し, |P s|, |P t1|, |P t2|はそれぞれ 1

増加する. しかし, 2 ラウンド目で P t1, P t2 において
shortcut2が 1回ずつ実行され |P t1|, |P t2|が 2ずつ減少
する. よって, ポテンシャル関数の最初の要素は, .|P s|’
+ |P t1|’ + |P t2|’ = (|P s| + 1) + (|P t1| + 1 - 2) +

(|P t2| + 1 -2) = (|P s| + |P t1| + |P t2|) -1 となり, ポテ
ンシャル関数が減少する.これは, P x = P s, P y = P t1,

P x = P s, P y = P t2 のときでも同様である. よって,

Rule1を実行するとポテンシャル関数の値が減少する.

Rule2の場合を考える. P x = P t1, P y = P t2 とする. 1

ラウンド目で
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 0 かつ

−−→
px1p

x
2 ·
−−→
py0p

y
1 = 1の場

合は, |P s|, |P t1|, |P t2|がそれぞれ 1増加する. 2ラウン
ド目において, P t1では shortcut2が実行可能で |P t1|が
2減少し, P t2では shortcut1が実行可能で |P t2|が 2減
少する.従ってポテンシャル関数の最初の要素は |P s|’ +
|P t1|’ + |P t2|’ = (|P s| + 1) + (|P t1| + 1 - 2) + (|P t2|
+ 1 -2) = (|P s| + |P t1| + |P t2|) -1 となり, ポテンシャ
ル関数が減少する.

1ラウンド目で
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py0p

y
1 = 0かつ

−−→
px0p

x
1 ·
−−→
py1p

y
2 = 1の場

合は, |P s|, |P t1|, |P t2|がそれぞれ 1増加する. 2ラウン
ド目において P t1 では shortcut1が実行可能で |P t1|が
2減少し, P t2では shortcut2が実行可能で |P t2|が 2減
少する.従ってポテンシャル関数の最初の要素は |P s|’ +
|P t1|’ + |P t2|’ = (|P s| + 1) + (|P t1| + 1 - 2) + (|P t2|
+ 1 -2) = (|P s| + |P t1| + |P t2|) -1 となり, ポテンシャ
ル関数が減少する.

これは, P x = P s, P y = P t1, P x = P s, P y = P t2 のと
きでも同様である. よって, Rule2を実行するとポテン
シャル関数の値が減少する.

Rule3の場合を考える. P x = P t1, P y = P t2 とする. 1

ラウンド目においてRule3を実行すると |P s|, |P t1|, |P t2|
はそれぞれ 1増加する. 2ラウンド目において, 経路変更

された経路P x, P yに対し
−−→
px0p

x
1 ·
−−→
px1p

x
0 = −1,

−−→
py0p

y
1 ·
−−→
py1p

y
0 =
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−1より shortcut1がそれぞれ 1回ずつ実行可能で |P t1|,
|P t2|がそれぞれ 2減少する. 従ってポテンシャル関数
の最初の要素は |P s|’ + |P t1|’ + |P t2|’ = (|P s| + 1)

+ (|P t1| + 1 - 2) + (|P t2| + 1 -2) = (|P s| + |P t1| +
|P t2|) -1 となり, ポテンシャル関数が減少する.

これは, P x = P s, P y = P t1, P x = P s, P y = P t2 のと
きでも同様である. よって, Rule3を実行するとポテン
シャル関数の値が減少する.

ディストリビュータが移動しないラウンドを考える.ディ
ストリビュータが移動しない場合はディストリビュータ
の視野内で Zigzagアルゴリズムの局所変更を発見する
場合, Zigzagアルゴリズムが収束していない場合である.

一番先頭で適用される更新が, shortcut1の場合, 長さ自
体が短くなるため, ポテンシャル関数の初めの要素が減
少する. よって, 更新によりポテンシャル関数が減少す
る.

一番先頭で適用される更新が, shortcut2の場合, 長さ自
体が短くなるため, ポテンシャル関数の初めの要素が減
少する. よって, 更新によりポテンシャル関数が減少す
る.

一番先頭で適用される更新が, zigzagの場合, P s = (d =

psl , p
s
l−1, p

s
l−2, ..., p

s
0 = s) となる経路を d-s 経路で更新

が行われるとする.psaを一番先頭の zigzagが適用される
ルータの引数とする. (ss1, s

s
2, ..., s

s
x)を P sの直線部分列

とし, ssbを psaが含む直線部分とする, P s’=(d=psl ’, p
s
l−1’,

psl−2’, ...,p
s
0’=s)とし, (ss1’, s

s
2’, ...,s

s
x’)を P s’の直線部

分列とする.

(0 ≤ i ≤ b− 1)のとき, |ssi ’|’=|ssi |’
(i = b)のとき, |ssi ’|’=|ssi |’ - 1 となる. よって, 更新によ
りポテンシャル関数の値が減少する. よって少なくとも
2ラウンドあたりの経路変更によってポテンシャル関数
が必ず減少する.

補題 4. ルータの延べ数最小経路ならば,ポテンシャル
関数の値が最小 (あるいは 2番目 または 3番目 または
4番目に小さい値)になる.

Proof. 定義 4, 定義 6, 補題 2より, ルータの延べ数最小
経路の時, ポテンシャル関数の値も最小になる.

補題 5. Zigzagアルゴリズム [12]が収束しルータの延
べ数最小経路でなければ,必ず有限な実行回数以内に提
案アルゴリズムが実行される.

Proof. 現在のディストリビュータ d の座標を (d′x, d
′
y)

とする.現在のディストリビュータの位置からルータの
延べ数最小経路となるときのディストリビュータへの
座標 (dx, dy) に向かう方向を x 成分と y 成分に分けて
−−→
d′xdx,

−−→
d′ydyと表す. また, sの座標を原点 (sx = 0, sy = 0)

として t1, t2の座標をそれぞれ (t1x, t1y), (t1x, t1y)とす
る. 現在のディストリビュータの位置から s, t1, t2へ向か
う方向をそれぞれ x成分と y成分に分けて,

−−→
d′xsx,

−−→
d′ysy,−−−→

d′xt1x,
−−−→
d′yt1y,

−−−→
d′xt2x,

−−−→
d′yt2y と表す. sx < dx = t1x < t2x

として考える.d′x < t1x のとき,
−−−→
d′xt1x ·

−−−→
d′yt2x > 0 が成

り立つ. Zigzag アルゴリズム [12] が収束したとき, 経
路 P t1, P t2 の 2ホップの直線部分は次の 4つのパター

ンのみである.
−→
st11 ·
−→
st21 > 1,

−→
st11 ·
−→
st22 > 1,

−→
st12 ·
−→
st21 > 1,

−→
st12 ·
−→
st22 > 1の場合である.

−→
st11 ·
−→
st21 > 1のとき Rule3が

実行可能である.
−→
st11 ·
−→
st22 > 1または

−→
st12 ·
−→
st21 > 1のと

き Rule2が実行可能である.
−→
st12 ·
−→
st22 > 1のとき Rule1

が実行可能である. 従って, 提案アルゴリズムの実行が
行われる. d′x > t1xのとき,

−−→
d′xsx ·

−−−→
d′yt1x > 0が成り立ち

同様に考えることが出来る. sx, t1x, t2x の大小比較を入
れ替えても同様に示すことが出来る.従って, x成分の時
ルータの延べ数最小経路でなければ提案アルゴリズムの
実行が実行可能である. y成分の時も同様にルータの延
べ数最小経路でなければ提案アルゴリズムの実行が実行
可能である. 従って, ルータの延べ数最小経路でなけれ
ば, 必ず有限な実行回数以内に提案アルゴリズムが実行
される.

補題 6. ルータの延べ数最小経路が形成されたら更新は
行われない.

Proof. Rule1, Rule2, Rule3が適用できるルータの延べ
数最小経路を考える.補題 3より, Rule1, Rule2, Rule3

のいずれかを実行しても 2ラウンド単位で考えるとポテ
ンシャル関数は減少する.しかし, 補題 4よりルータの延
べ数最小経路ならばポテンシャル関数は最小となること
と矛盾する.これは Rule1, Rule2, Rule3が適用できる
ルータの延べ数最小経路が存在すると仮定したためであ
るよって, Rule1, Rule2, Rule3が適用できるルータの延
べ数最小経路がしないため, 更新も行われない.

定理 1. 提案アルゴリズムは通信経路を切断することな
くルータの延べ数最小経路に収束させる.

Proof. 補題 1は提案アルゴリズムの更新が通信経路が
切断されないことを証明している. 補題 3, 補題 4は提
案アルゴリズムの更新が通信経路をルータの延べ数が最
小となる通信経路を形成することを証明している.補題
6は通信経路がルータの延べ数最小経路に形成したら以
降は提案アルゴリズムの更新によって経路は変わらない
ことを証明している. よって, 提案アルゴリズムは通信
経路を切断することなくルータの延べ数最小経路に収束
する.

6 まとめ
本論文では仮想グリッドネットワーク上でターゲット
が 2台ある場合のルータの延べ数を最小にする経路を生
成するアルゴリズムを提案した.提案アルゴリズムでは,

ルータの延べ数を減少させることでルータの使用数を減
少させることによるエネルギー効率の向上などのメリッ
トがある.

今後の課題として，提案アルゴリズムの計算時間の解
析,別のアルゴリズムの条件では,ターゲットが 3台以上
ある場合などが挙げられる．
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長手数詰将棋構築の試み
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1 はじめに

2015 年に勝利宣言が出された将棋 AI や 2017 年

DeepMind社の作成したAlphaGoが世界トップクラス

の棋士に勝利するなど二人零和有限確定完全情報ゲー

ムの研究が近年進んでいる [1]. このような「強い」AI

を作成する研究の一方で詰将棋や詰碁に関する研究が進

められている. 例えば, 詰将棋作品の出来を定量的に評

価する研究 [3],詰将棋の自動創作に関する研究などがあ

る [4]. また, 詰将棋を解くプログラムの研究 [2][5][6][7]

のなかには非常に手数の長い詰将棋作品を解くための

アルゴリズムの研究もある [8]. これらの研究に対し, 本

研究では詰将棋の作題を扱う.

そもそも詰将棋とは将棋が元となったパズルゲーム

であり, 将棋が今の形になったのと同時期に生まれたと

される.詰将棋は将棋のルールに追加で固有のルールが

ある. 第一に, 詰将棋の問題を解く側のルールがあり,

たとえば攻め手は毎回王手でなければならない, などが

ある. 第二に, 詰将棋の定義, 形式に関わる問題を製作

する側のルールがある. 実は後者には公式のルールが

存在しない, しかしおおよその決まりはあり, 多くの詰

将棋作家が禁止としている要素, あるいは禁止とまでは

いかないが望ましくない要素が詰将棋の本や雑誌など

で慣例の形で採用されている. このような慣例には, 攻

め方が最短手数で玉を詰ませたとき, 攻め方の持ち駒が

あまらない, 攻め方の持ち駒を余らせずに複数の最短手

順が存在してはいけない（余詰めの非存在性）などが

ある.

詰将棋にはさまざまな種類が存在するが, 詰将棋のな

かには同じ手を繰り返すことで盤面全体にひとつだけ

変化が現れ詰みに向かうことで特別長い手数になるも

のがある. 詰みまでの手順を式で表すと, (繰り返し部

に入るまでの王手)+(連続して王手する部分）× (一組

の手順でひとつだけ変化する部分)+(一般的な詰将棋)

のような構成となっている. この性質を持つものは一般

に長手数詰将棋といわれ, そのはじまりは 1775年に伊

藤看寿が作成した「寿」(611手詰)である. ただし, 制

作上の難度のためか長手数詰将棋は他の詰将棋には許

されていない任意性 (余詰め, 手順前後）が慣例的に認

められている. 2019年 2月現在, 最長手数の詰将棋は

「ミクロコスモス」(原作 1986年. 橋本孝治作）であり,

これが確かに 1525 手で詰むことを脊尾らは示してい

る [9]が, ミクロコスモスにもその任意性が含まれてい

る. 現時点で知られている厳密な意味での最長の詰将棋

は 2010年摩利支天による「STARSHIP TROOPER」

(625手詰め)である.

これに対し本研究では, 625手詰めよりも長い手数の

厳密な意味での詰将棋の構築を試みる. 既存の余詰め

のある長手数詰将棋「桃花源」(1990, 添川公司, 767手

詰め)を元に 767手詰めの詰将棋を提案する. 本論文で

はその設計の要点を説明する. これらまで知られてい

た最長詰将棋が 625手詰めであったため, これが現時点

での厳密な意味の最長詰将棋である.

本論文の以下の構成は以下の通りである. 2節は基本

的な将棋のルールと詰将棋のルールについて解説する.

3節では長手数詰将棋とはなにか, これまで発表されて

きた長手数詰将棋の紹介, 長手数となる仕組み, 抵触し

ている禁止事項について説明する. 4節にて本研究の

成果である, 厳密な意味の最長詰将棋の構築について述

べる.

2 準備

本節では本研究で採用する詰将棋のルールを説明す

る. なお, 詰将棋には公式のルールが存在しない. この

ためここでは一般に広く受け入れられていると思われ

るものを採用している.

詰将棋は相手の玉を詰ませる「攻め方」と「玉方」に

分かれて思考が行われる.攻め方はできる限り早く玉を

詰ますことを目的とし,玉方はできる限り詰まないよう

に, 詰むとしてもできる限り長い手数になることを目的

とする.同手数で詰む分岐は攻め方の持ち駒が最終的に

なくなるように対応する.

詰将棋の基本的なルールや反則は将棋のルール通り

であり, 詰将棋の将棋とは異なる点は, 攻め方は必ず王

手をかけ,玉方は必ず王手ではない状態にしなければな

らないこと (これができなくなったとき玉方は「詰み」

となりそれまでの両プレイヤの合計手数が詰将棋の手

数となる). 玉方は盤上と攻め方の持駒以外すべての駒



（ただし玉は除く）を持駒として使用できることと, 一

方向に複数マス移動可能な駒で王手をした際に他の駒

を置くことで王手でない状態にすることを合駒という

が手数が 2手伸びるがその後の手数と手順が変化しな

い合駒はできないことがあげられる.

以上が詰将棋を解く際のルールであるが, これに加え

て詰将棋を作る際に考慮しなければならない点がいく

つかある. 原則禁止事項とされているのは,

(1)攻め方の持ち駒の余る詰将棋,

(2)攻め方の持ち駒の余らない同手数の, 玉方の玉が

詰んだ時の盤面を複数通り攻め方の選択によって決定

できる詰将棋 (余詰め),

である. これらの要素を含むと基本的には不完全作

品として扱われる. また禁止はされていないものの, 含

まれていれば審美的観点から望ましくないとされる事

項もいくつか存在する. (2)の中で禁止はされていない

が望ましくないとされるものは, 攻め方が盤上の駒を移

動させ王手しその駒が成れる時成るか否かにかかわら

ずそれ以降同じ進行で詰む場合と, 最終手の攻め方の手

の変更による,攻め方の持ち駒の余らない同手数の詰み

が複数存在する場合がある. (1)の中で同様のものは,

玉方の n − 1手目の対応次第で持ち駒の余らない n手

詰め,もしくは攻め方の持ち駒の余る n+2手詰めにな

る場合である. そのほかには玉方の手の変更による持

ち駒の余らない同手数の詰みがある場合がある. ただ

し例外的に不問となる事項として (2)で,攻め方が一方

向に複数マス移動可能な駒で王手した時その遠近にか

かわらずそれ以降同じ進行で詰む場合と, 玉方の手の変

更により攻め方の持ち駒の余らない同手数の詰み手順

で両プレイヤの手を数えて 3手以内に合流する場合が

挙げられる.

3 長手数詰将棋

これまで膨大な数の詰将棋が考案されているがその

手数はさまざまである. その中には非常に長い手数のも

のがあり, これまで知られている作品の中で最長の「ミ

クロコスモス」は 1525手にもなる. ミクロコスモスを

始めとする長手数の詰将棋は,ひと組の手順によって盤

面全体でひとつだけ変化が起きる仕組みが繰り返され

ることで手数が伸びている. 表 1にこれまで発表され

ている代表的な長手数詰将棋を挙げる. 長手数詰将棋

を式で表せば, (繰り返し部に入るまでの王手)+(連続し

て王手する部分)× (一組の手順でひとつだけ変化する

部分)+(一般的な詰将棋) となる. しかし, 慣例的に長

手数詰将棋においては通常は禁止されている事項がし

ばしば許される. 実際, 表 1で挙げた詰将棋もほとんど

が何らかの禁止事項 (2節 (2))に抵触している. これら

を対応する形でまとめたのが表 2である.

表 2において駒の前についている二桁の数はそれぞ

れアラビア数字が攻め方側の右から数えて, 漢数字が上

から数えて何番目の行, 列にあるかをあらわしている.

「同」は一手前に移動してきた駒と同じマスに移動し,

取ったことを意味する.

表 1: 長手数順 長手数詰将棋
順位 題名 作者 手数

1 ミクロコスモス 橋本孝治 1525

2 新桃花源 添川公司 1205

3 アトランティス 中村, 芝 951

4 メタ新世界 山本昭一 941

5 新扇詰 奥薗幸雄 873

6 涛龍 井上徹也 849

7 （無題） 田島秀男 833　

8 内燃機関 添川公司 805

9 イオニゼーション 橋本孝治 789

10 桃花源 添川公司 767

11 明日香 添川公司 703

12 ゴゴノソラ 今村修 651

13 阿吽 添川公司 647

14 無銭旅行 佐々木恭閑 645

15 アルカナ 橋本孝治 639

16 小涌谷 添川公司 635

17 STARSHIP TROOPER 摩利支天 625

4 余詰め無し最長詰将棋の作成

表にある通り厳密な意味での最長手数詰将棋は 625

手であり, 本研究では 767手の桃花源を元に余詰めの無

い現段階の最長手数の詰将棋を作成する. 図 1がこの

桃花源の初期盤面である.

余詰めの消去を考察するにあたって, 改変を試みる必

要があるが, 改変の幅が大きくなればなるほど難易度

が高くなる, ここで, 攻め方の分岐が (連続して王手す

る部分) × (一組の手順でひとつだけ変化する部分)に

よって発生する場合, 改変の幅は大きくなることがわ

かった. 「長手数順 禁止事項リスト」より, (繰り返し

部に入るまでの王手), (一般的な詰将棋)に分岐が存在

する作品のうち, 本研究では, 詰将棋のルールに沿った

最長手数の作品を 767手の「桃花源」を元に禁則を含

まない長手数詰将棋を構築する. 桃花源は表の通り 757

手目で禁止事項 (2)に触れている. 8三のと金は 757手



表 2: 長手数順 禁止事項リスト
順位 禁止事項

1
1499手目 8二龍同金

⇔ 1493・95・97・1501手目

2 1153手目の 8六と 7七玉⇔ 7七と同玉

3 269手目など 5一龍のところすぐ同香

4
11手目 6一飛 6二香合

⇔ 13手目 5二銀同玉 5一角成 6三玉

5
2一歩をとるのが往路 (75手目)でも

復路 (105手目)でもよい

6 248手目 8八銀⇔ 346手目 7七銀

7
盤上の玉方の駒を取る順は 5二成桂が最後,

7一とがその前, それ以外は順不同

8 133手目 7七飛⇔ 9七飛

9
763手目同金の変化で

769手目 4四金⇔ 3五金

10 757手目 5四銀⇔ 5六銀

11

1)63手目 1三香 1金合

⇔ 65手目 6六馬 5五と

および以下同様の形になる箇所

2)111手目 1四香 1三金合

⇔ 113手目 6七馬 4五と寄

および以下同様の形になる箇所

3) 267手目 6二馬 4四と

と 269手目 8七龍 5七銀成

4) 619手目 1九香 1八香

と 621手目 5七龍 同金

12
391手目 4三銀からの 6手

⇔ 397手目 5三龍からの 24手

13
53手目 7七龍⇔ 6六龍 55手目 6八龍

⇔ 5七龍 65手目など 6八龍⇔ 5七龍

14
549手目 7二龍 8四玉 8四香 8五玉

⇔ 8三香 7四玉 7二龍 8四玉

15

171手目 4八角 2九玉 6五馬同と

⇔ 6五馬同と 4八角 2九玉

225手目 297手目も同様

635手目 9九香最終手 9九金

⇔ 9九金 9九香

16 22手目 8八歩⇔ 82手目 7七歩

17
なし (554手目 6四玉と 6六玉の

同手数詰のそれぞれ駒の余らない変化)

目まで詰みに役立つわけでもなければ妨害もしない. ま

た, 757手目以降の影響は, 攻め方から順に, 5四銀 3四

玉 (もしくは 4四玉. ここで 4六や 3六に玉が移動する

と 3七金で詰み)4五銀となれば同玉とする以外に最長

手順になる逃げ方が存在しない一方で 5四銀ではなく

5六銀としたときに 5四玉とされると 4五銀に対して

同玉でなければ早く詰むようになる働きを盤面左側で

している. 具体的には 6三玉なら 7三と 6四玉 7五と,

6四玉なら 7五と 6三玉 7三と, となる. この働きがあ

るために 5四銀と 5六銀の選択肢が生まれてしまって

いる. そこで 757手目まで影響が無い 8三とを作品全

体を通してまったく影響しない位置 (1一)に移すこと

で 5六銀では詰むまでの手数が伸びてしまうようにな

り, 攻め方の選択肢がなくなる. 以上により我々の作成

した初期盤面が図 2である．またこの初期盤面から始

めて，攻め方の分岐がなくなった場面を表したのが図

3である.

以上により, 得られた詰将棋は禁則を含まない 767手

詰めの長手数詰将棋となる. これは現時点で最長の禁

則を含まない詰将棋である.

5 まとめ

長手数詰将棋は，著者らの知る限りいずれも一組の

同じ手順を繰り返すことで盤面全体にひとつだけ変化

が現れ詰みに向かうことで特別長い手数を実現してい

る. しかし多くの長手数詰将棋は通常の詰将棋には許

されていない任意性 (余詰め, 手順前後）を含むため厳

密な意味での詰将棋ではない. 本研究では, このような

任意性を含まない, 厳密な意味でこれまで知られている

最長の詰将棋の構築に成功した.
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のりのり, 変形版へやわけの

ゼロ知識証明に対する物理プロトコル

迫田 賢宜 ∗ 小野 廣隆 †

概 要

ゼロ知識証明とは, 証明者が「ある命題が真であることを知っている」
と伝えるのに, それ以外の知識を漏らすことなく, 検証者に証明できるよ
うなやりとりの手法である. これは情報セキュリティに大きく関わる手
法であるが, カードなどの物理的な道具を用いることによっても実装可
能であることが知られている. これらのプロトコルは, 人の手によって道
具を用いて実行されるため, 高校生といった非専門家にもプロトコルの
安全性や実行の過程などを理解しやすいという利点をもつ.
　 2009 年に数独に対する物理的ゼロ知識証明プロトコルが考案されて
以降, さまざまなペンシルパズルに対する物理プロトコルが考案されて
いる. 本研究では NP 完全問題として知られる, のりのりと変形版へや
わけの 2つのペンシルパズルに対する物理プロトコルを考案する.

1 はじめに

暗号理論の中に, ゼロ知識証明といわれるものがある. これは高い計算能力

をもつ証明者 (Prover)と多項式時間の計算能力しかもたない検証者 (Verifier)

によっておこなわれる対話型証明の一種である. ある命題が真であることを

知っている証明者 Pは, それ以外の情報を漏らすことなく検証者 Vにそのこ

とを納得させなければならない. さらに, 証明者 Pが命題が真であることを

知らない場合, 検証者 Vは高い確率でそのことを見抜くことができる必要が

ある. 以降, 証明者 P, 検証者 Vをそれぞれ P, Vと呼ぶ.

ゼロ知識証明は公開鍵暗号やデジタル署名など, 実生活にさまざまな応用

をもつ. しかし, これらのプロトコルはコンピュータ上で処理されるため, 非

専門家にはその仕組みや安全性などが理解しにくいという側面がある.

2009年には, トランプのようなカードを用いた, 数独に対する物理的ゼロ

知識証明が考案された. これらのプロトコルは物理的なアイテムを用いて人

の手によりプロトコルがおこなわれるため, 非専門家にもゼロ知識証明がど

のようなものであるのかがわかりやすい, という教育上の利点をもっている.

∗名古屋大学大学院 sakoda.genki@i.mbox.nagoya-u.ac.jp
†名古屋大学大学院 ono@i.nagoya-u.ac.jp
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この数独に対する物理プロトコルが考案されて以降, 時間ドロボー [7] と

いったパズルや美術館, カックロ, ケンケン [1]など, さまざまなペンシルパズ

ルに対する物理プロトコルが考案されている. また,「非専門家にもわかりや

すくゼロ知識証明の概念を伝える」ため, 問題サイズに対して用いられるア

イテムの数や手順がより少ないプロトコルも考案されている [3][9].

本論文では, NP完全問題として知られる「のりのり」と「変形版へやわけ」

という 2つのペンシルパズルに対して, 物理プロトコルを提案する. さらに

Dumasらによって考案されたのりのりに対するゼロ知識証明物理プロトコル

[6]と比較し, 本考案プロトコルの優位性を示す.

2 ペンシルパズルの物理的ゼロ知識証明

ゼロ知識証明は, 次の 3つの性質を満たす.

(完全性) Pが「ある命題が真である」と知っていれば, Vは必ず Pを受理する

(健全性) Pが「ある命題が真である」と知らなければ, Vは十分高い確率で P

を拒否する

(ゼロ知識性) Vはプロトコルにおいてどのように振る舞っても「ある命題が真であ

る」以外の情報を得ることができない

本論文で考えるのは, 以下のようなシチュエーションである. まず与えられた

パズルの解盤面を, 高い計算能力をもつ Pは知っているが, 多項式時間の計算

能力しか持たない Vは自力で求めることが難しい. そして Pは自分が解盤面

を知っていることをVに伝えたいが, 解盤面をVに明らかにするとVがパズ

ルを解く楽しみがなくなってしまうので, それはおこなわない. 同様に解盤面

に関する情報は一切漏らさない. これらの条件のもとで, Pが正しい解盤面を

知っていると Vに納得させる手法を, ペンシルパズルのゼロ知識証明とよぶ.

3 数独に対する物理プロトコル

ここでは, 先行研究で考案された数独に対する物理的ゼロ知識証明プロト

コルを紹介する [3]. まず, 数独とは次のルールに従い, 各セルに数字を埋める

ペンシルパズルである. これは NP完全であることが示されている [2].

問題 (数独) n × nのグリッドが m × mのサブグリッドに分割されており

(n = m2), いくつかのセルに数字が書かれている. このとき, 各行, 列, サブ

グリッドに 1から nまでの数字がちょうど一回ずつ現れるよう, セルを埋め

ることができるか.
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この問題に対しては次のプロトコルが考案されている. なお, ここで使用さ

れるアイテムは表が 1から n, 裏が同一のカードを 3nセット, つまり 3n2 枚

のカードである.

数独に対する物理的ゼロ知識証明プロトコル

• Pは各セルに, 解盤面と一致するカードを 3枚ずつ裏返して置く. あら

かじめ数字が書かれていたセルにはその値と一致するカードを表にし

て置く

• Vは各行, 列, サブグリッドごとに 3枚のうちからランダムにカードを

1枚選ぶ

• Pは選ばれたカードを各行, 列, サブグリッドごとにまとめ, パケットを

作る. パケットごとにカードをシャッフルし, Vに返す

• Vは返されたパケットの中身を確認し, すべてのパケットにおいて 1か

ら nの数字がちょうど一回ずつ現れていれば受理. そうでなければ拒否

このプロトコルにおいて, 解盤面に関する情報は一切漏れていない. このプ

ロトコルは 2009年に考案されたものであるが, その後 Sasakiらによって改

良されたプロトコルが登場し, 必要なカードの枚数が 3n2 から 2n2 + nに削

減されている [9].

4 のりのり, 変形版へやわけに対する

物理プロトコルとその解析

4.1 カード列の idづけによる復元

本小節では考案プロトコルに用いる, カード列の復元のための操作の説明

を与える. idづけとは, 裏のままのカード列に対し, 同枚数の数字が描かれた

カードを使用することでカード列の表を確認することなく初期順列を復元す

るプロトコルである. idづけには, 橋本らによって考案されたパイルスクラン

ブルシャッフルを利用する [4].

以下が, idづけの具体的な手順である.

(1) idづけを施したいカード列 v を置き, その下に 1から nの数字カード

を順に並べる

? ? ? . . . ?

1 2 3 . . . n
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(2) 下段の数字カード列を裏にし, 上下を組にしたままガード列をランダム

シャッフルする

? ? ? . . . ?

? ? ? . . . ?

(3) プロトコルの必要に応じて, 上段のカード列を表にして確認する.

このとき, 上段のカード列の初期順列に関する情報は全く漏れていない

(4) 確認後, 上段のカード列を裏にして再びランダムシャッフルする

(5) 下段のカードを表にして, 上下の組を保ったまま 1 から昇順に並べ替

える

? ? ? . . . ?

1 2 3 . . . n

以上の操作をおこなうことで, カード列の初期順列に関する情報を明らか

にすることなく, そこに含まれるカード列の内容を知ることができる. さらに

カード列の初期順列を復元することも可能である.

4.2 のりのりに対する物理的ゼロ知識証明

4.2.1 考案プロトコル

まず, のりのりの問題を紹介したあと, それに対する物理的ゼロ知識証明を

提案する.

問題 (のりのり) m × nのグリッドが適当に分割されている. このとき, 次

の条件をすべて満たすようにセルを黒く塗ることができるか.

• 各分割されたエリア (以降,部屋と呼ぶ)にはちょうど 2つの黒マスが

入る

• 黒マスはちょうど 1つの黒マスと隣接する

この 2つがペンシルパズルのりのりの条件であるが, その初期盤面と解盤

面を図 1に示す.

これに対するプロトコルに用いるのは表が黒または白で, 裏が同一のカー

ドである.
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図 1: のりのりの初期盤面 (左)と解盤面 (右)

のりのりに対する物理的ゼロ知識証明プロトコル

• Pは盤面の各セルに一致する黒または白のカードを 6枚ずつ裏返して

置く. さらに盤面の上下左右の外部にも白カードを 1枚ずつ置く

• Vは (a)(b)の検証のどちらかをランダムにおこなう

(a) Pは各セルをパケットにし, 袋に入れる. Vは袋からランダムにパ

ケットを取り出し, 表にする. すべてのパケットでカードの色がそ

ろっていれば受理

(b) Vは以下の検証をおこなう

∗ Vは部屋を指定し, Pは各セルからカードを 1枚ずつ取ってき

て, カード組をシャッフルする. カードを表にして, 黒カード

の数がちょうど 2枚であれば受理. これをすべての部屋に対

しておこなう

∗ Vはセルを指定する. Pは指定されたセルに置かれたカードを

最低面, それに隣接する 4枚のカードをその上に重ね, パケッ

トを作る. これをすべてのセルに対しておこなう. Vはm × n

個のパケットからランダムに 1つ取り出し, 最低面を確認. 最

低面が白であればそのパケットを破棄, 黒であれば展開し, パ

ケット内にちょうど 2枚の黒カードがあれば受理. これをす

べてのパケットに対しておこなう

図 2にあるように, (b)の 2つめの検証をおこなった場合, 最低面が黒であ

れば必ずそのパケットには黒カードがちょうど 2枚含まれる.
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図 2: のりのり 第 2条件の検証

4.2.2 健全性誤り確率の解析

解盤面を知らない (悪意のある)Pは, Vによってランダムでおこなわれる 2

つの検証 (a)(b)のどちらも満たすようなカード配置はできない. よってこの

プロトコルを l回繰り返すことによって, この Pが拒否される確率は 1−
(
1
2

)l
である.

4.2.3 既存プロトコルとの比較

こののりのりに対して, 2019年に Dumasらによって物理的ゼロ知識証明

プロトコルが考案された [6]. Dumasらのプロトコルではのりのりの第 2条

件の検証の際に, 1つの黒いセルに対してチェックするごとに, シャッフル操作

により解盤面を復元する, というステップをおこなっている. そのため, セル

に置かれたカードを繰り返し用いることができ, カードの総枚数は少ないも

のとなっている. 一方で, 第 2条件の検証のためだけでも復元操作を黒のセル

数分おこなうため, カードのシャッフルや並べ替えといった操作数が多くなっ

ている. 加えて解盤面を復元するためのマーカー用カードや数字カードなど,

用いられるカードの種類が我々が考案したプロトコルより 3種類多い.

以上のことから, プロトコルの実行しやすさ, わかりやすさという点におい

て, 我々のプロトコルが優れているといえる.

4.3 変形版へやわけに対する物理的ゼロ知識証明

本小節では変形版へやわけに対する物理的ゼロ知識証明を提案する. 以下

が変形版へやわけの問題である.

問題 (変形版へやわけ) m × nのグリッドが長方形に分割されていて, いく

つかの長方形の内側に数字が埋められている. このとき, 次の条件をすべて

満たすようにセルを黒く塗ることができるか.
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図 3: 原型へやわけの初期盤面 (左)と解盤面 (右)

• 黒マスは隣接しない

• 数字はその長方形内に塗られる黒マスの数

• 白マスは縦, 横方向に 3つ以上連続して部屋をまたがない

へやわけ問題の原形では上に加えて,

• 黒マスで盤面を分断しない

という条件が含まれる. このへやわけ問題の原形はNP完全, さらに変形版へ

やわけも NP完全であることが知られている [5].

この問題に対する提案プロトコルを以下に記す. 用いるアイテムは 2種類

のカードであり, 表の柄が異なる. 1つは黒または白の色カード, もう 1つは

1から nの数字 (nは盤面内の長方形の最大サイズ)が書かれた数字カードで

ある. どちらも裏にすると区別のつかない同一の柄であるとする.

変形版へやわけに対する物理的ゼロ知識証明プロトコル

• Pは盤面の各セルに一致する黒または白のカードを裏返して置く

• Vは順に Pの置いたカードが, このパズルの条件を満たしているか確認

する.

以降このプロトコルにおける各検証では, 前述の idづけによるカード

列の復元をおこない, 盤面を復元するものとする

– Vはランダムに盤面から隣接する 2つのセルを選び, Pはカード

を取ってくる. Pは選ばれたカードを確認し, (黒, 白)であれば白

を, (白, 白)であれば黒のカードを追加し, シャッフルして Vに渡
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す. Vは渡されたカード組が (黒, 白, 白)であれば受理. これをす

べての隣接するセルに対しておこなう.

– 各部屋に対する黒マスの数は, のりのりと同様の手法で確認する

– Vはランダムに 1部屋を縦断または横断するセルと, それに同方

向に隣接するセルを 1つずつ選ぶ. Pは選ばれた範囲のカードを

取ってくる. Pはカードを確認し, そこに含まれる黒のカードの数

が「含まれうる黒カードの最大数 (つまり範囲のサイズを Lとす

ると, ⌈L
2 ⌉)」に達していなければ, 黒カードをその枚数になるまで

追加する. そして追加した黒カードとの合計が ⌊L−1
2 ⌋になるよう

に白カードも追加する. シャッフルして返却されたカード組に, 黒

いカードが「そこに含まれうる黒カードの最大数」含まれれば V

は受理. これをすべての 3長方形の境界を含む範囲に対しておこ

なう.

プロトコルの最後の検証は, 指定した範囲がすべて白マスであった場合の

み, 拒否される仕組みになっている. もし, 指定した範囲がすべて白マスであっ

た場合, プロトコルにしたがってカードを追加しても「そこに含まれうる黒

マスの最大数」には達しないことがわかる. 図 4を例にして示すと, ここでは

2境界をまたぐ連続した 5つのセルが選択されている. このとき黒カードは 1

枚置かれているので 2枚の黒カードを追加する. もし黒カードが 2枚置かれ

ていれば追加するのは黒カード 1枚と白カード 1枚である. 選択された範囲

がすべて白カードであれば, 2枚の黒カードを追加してもこの範囲に含まれう

る最大枚数である 3枚には達しない.

図 4: 変形版へやわけ 第 3条件の検証

5 おわりに

本論文では, NP完全問題である 2つのペンシルパズル, のりのりと変形版

へやわけに対する物理的ゼロ知識証明プロトコルを考案し, のりのりに関し

ては既存のプロトコルとの比較をおこなった. 今後の課題としては, 変形版へ

やわけに対するプロトコルの健全性誤りの解析や, どちらのプロトコルに対

しても必要なアイテム数や手順の削減が挙げられる.
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空間計算量と局所的時間計算量を削減した

アトミッククロスチェーンスワップ
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†大阪大学　大学院情報科学研究科
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アトミッククロスチェーンスワッププロトコルはHerlihyによって 2018年

に提案された分散プロトコルで,複数の取引者が異なるブロックチェーンにま

たがった資産の交換を実現する [1]. この資産の交換のことをスワップと呼ぶ.

このプロトコルは以下の 3つの条件を保証しており,取引者達はお互いのこ

とを信頼できない場合においても安全に取引をすることができる.

1. すべての取引者がプロトコルに準拠した処理を実行する場合,すべての

資産が取引者間で交換される.

2. 一部の取引者またはその連合がプロトコルから逸脱したとしても,プロ

トコルに準拠する者は損失が発生しない.

3. プロトコルから逸脱しても利益は得られない.

各取引者にはスワップ開始前に,どの取引者へどれだけの資産を移送し,そ

の対価としてどの取引者からどれだけの資産が移送されるかが知らされ,その

上で資産の交換を行う. そのために各取引者には,取引者を頂点,それらの資

産の移送を有向辺で示した図 1のような有向グラフ D = (V,A)が与えられ

る.ここで V は頂点の集合,Aは有向辺の集合である. また全取引者はグラフ

Dにおける,あるフィードバック頂点集合 Lを計算する.グラフ Dにおける

フィードバック頂点集合とは,その集合をDから取り除いたならば,Dがサイ

クルを 1つも含まないグラフになるような頂点の集合である.

多くのブロックチェーンでは取引者間の資産の交換にスマートコントラク

トが使用される.スマートコントラクトとはブロックチェーン上で動作するプ

ログラムで,まず契約内容となる事前条件を設定し,それを満たすイベントが

行われたならば,契約に指定された資産の移送が正しく実行されるというも

のである. Herlihy[1]はスマートコントラクトを用いて上記の 3条件を満たす

プロトコル，すなわちアトミッククロスチェーンスワッププロトコルを提案

した. 上記の 3つの条件を満たすためには,各取引者 v ∈ V は，有向グラフ
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図 1: 複数の取引者によるスワップをグラフ化した例

Dにおける vから他者への外向辺に対応する資産の移動がひとつでも発生し

たならば,vのすべての内向辺に対応する他者から自身への資産の移動が遂行

されるということを保証しなければならない. そのために,既存のプロトコル

[1]では,任意の取引者 v において,他者から v への資産の移送に対応する全

てのスマートコントラクトの有効期限が,vから他者への資産の移送に対応す

る全てのスマートコントラクトの期限よりも十分に大きくなるように設定さ

れ,vから他者へ資産が移送されたならば移送条件を満たす鍵を知ることがで

きるように設定している.しかし取引者が L ≤ 1であるようなフィードバッ

ク頂点集合 Lを発見できなかった場合は,そのような有効期限を設定するこ

とはできない. Herlihyのプロトコルはスワップのグラフトポロジと取引者の

電子署名を各スマートコントラクトに格納し,それらを用いた巧妙な移送条件

と有効期限を設定することで,アトミッククロスチェーンスワッププロトコル

を実現している.

本稿では,移送条件と有効期限を,各取引者がこれまでに取得した他の取引

者の署名の数に応じた単純なものに変更することで,Herlihyのプロトコルに

比べ時間複雑度・空間複雑度を改善したプロトコルを提案する. 具体的には,

既存プロトコルの空間複雑度（全ブロックチェーンに書き込まれたコントラク

トに必要なビットの総数）はO(|A|2)であるのに対して,提案プロトコルの空

間複雑度はO(|A||V |)に削減されている.また既存研究の局所的な計算複雑度

（スワップ内のコントラクトの資産を移送するために必要な計算の最悪時実行

時間）は O(|V ||L|)であるが,提案プロトコルの局所的計算複雑度は O(|V |)
となる.したがって既存手法と比較して提案プロトコルは，与えられた有向グ

ラフDが密であるときに空間複雑度が著しく改善され，フィードバック頂点

集合 Lの要素数が大きいときに局所計算複雑度が著しく改善される.本研究

の詳細はフルペーパー [2]を参照されたい.
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ビザンチン環境を考慮した距離 k極大独立集合問題を解く
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1 はじめに

近年，多数のコンピュータ (以下，ノード)で構成された分散システムは様々な機能を実現するため日々進

歩している．大小様々な分散システムが構築され利用されているが，システムが大規模になるに連れて各ノー

ド間の通信が複雑化するという問題が生じる．各ノード間の通信が複雑化するとデータの移動に遅延が生じ，

システム全体における処理速度自体が低下する要因にもなりうる．そこで本稿では大規模な分散システムで

あっても小規模な分散システム同様の通信複雑度を実現することができれば，大規模なシステムであってもシ

ステム全体の処理速度を下げることのない通信が可能になるのではないかと考える．大規模分散システムにお

ける通信複雑度を下げるため，システム内のノードをクラスタリングし階層構造の作成を目指す．そのため本

稿では分散システムを連結無向グラフと考え，各頂点を各ノードと見立てた時に距離 kでの極大独立集合を求

める．独立集合に含まれるノードを head ノード，含まれていないノードを child ノードとしたとき，child

ノードは最寄りの headノードと通信を行い，headノードは headノードだけで仮想的なグラフを作ることで

クラスタ環境を実現できると考えている．このときの headノード間の距離 k を変更することで任意のサイズ

にノードをクラスタリングすることができる．

また，ノードは物理エンティティであるため故障する恐れがある．ノードに故障が発生した場合，システム

全体でクラスタリングし直す必要が生まれる可能性があるが，システム自体が大規模であるときに全システム

を一旦初期化して再構築するのは困難となる．そこで本研究では大規模なシステムを考慮してシステムが動作

中であっても故障したノードを除いて自動で再構成するようなアルゴリズムの提案を行う．すなわち，任意の

状況からでも安定した状態に到達可能なアルゴリズムである自己安定アルゴリズムの提案を行う．また，通常

の自己安定アルゴリズムが想定するモデルは，システムに一時的に故障が生じ，その後故障が生じないことを

仮定している．本研究では故障により完全に停止せず，おかしな状態に遷移し続けるような故障も考慮するた

め，永続的な故障が発生する場合についても動作可能な自己安定アルゴリズムを考える．任意の動作を行う永

続的故障を想定するため，本稿ではこのような故障をビザンチン故障としてモデル化する．自己安定アルゴリ

ズムでビザンチン故障を考慮した研究はいくつか存在する [1, 2, 3]．本研究ではこのビザンチン故障が存在す

る分散システム上での距離 k 極大独立集合に注目する．
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2 諸定義

2.1 分散システム

分散システムをノード集合を V = {v1, v2, · · · , vn}，辺集合を E とした無向連結グラフ G = (V,E) とし

て表す．グラフ中のノード数を n = |V | とする．ノード vi, vj ∈ V 間に辺 (vi, vj) ∈ E が存在するとき，vi

と vj は隣接していると呼ぶ．ノード vi の隣接ノードの集合を Ni = {vj |(vi, vj) ∈ E} で表し，vi の次数を

∆i(= |Ni|)と表す．グラフ G = (V,E)の最大次数を ∆ = max({∆i|vi ∈ V })と定義する．ノード vi と vj

が隣接であるとき，vi は vj の全ての変数の値を直接参照することができる．各ノードは固有の ID を持ち，

ノード vi の IDを idi と表す．

各ノード vは各隣接ノードと直接情報交換が行える状態機械 (S, δ)としてモデル化する．S はノードの状態

集合を表し，各ノードの状態はノードメモリ内の変数の値によって決定される．状態遷移関数 δ は現在のノー

ド v の状態及び各隣接ノードの状態を入力値とした関数であり，出力は v の次の状態である．

分散システムの全体の状態を状況と呼び，全てのノードの状態の組によって表される．分散システムでとり

得る全ての状況の集合を C と定義する．初期状況 C0 ∈ C では全てのノードは任意の状態で存在する．
ノード集合の無限のシーケンスをスケジュール (schedule)としX = ρ0, ρ1. · · ·(各 x ≥ 0に対して ρx ⊆ V )

と表す．また状況Cxにおいて全ての v ∈ ρxが動作を行い状況Cx+1に遷移したとき，この遷移をCx
ρx7→ Cx+1

と表す．各 x において Cx
ρx7→ Cx+1 が成り立つとき，初期状況から始まる状況の無限のシーケンスを実行

(execution)とし，E = C0, C1, · · ·と表す．このとき，2つの状況 Cx と Cx+1 では ρx に含まれるノードのみ

状態が異なることが許され，ρx に含まれていないノードは Cx と Cx+1 において同一の状態であることを要求

する．また，ρx に含まれるノード vi の動作は状況 Cx での vi の状態及び vi の隣接ノードの状態にのみ依存

し，動作の結果は Cx+1 での vi の状態である．非同期環境での弱公平な分散デーモン (Distributed daemon)

を考えるため，スケジュールに対しては全てのノードが無限にしばしば現れることのみを仮定する．

本稿ではノードの故障モデルとしてビザンチン故障を考える．ビザンチン故障とはアルゴリズムに従わず任

意の動作を行える故障である．ビザンチン故障を起こしたノードをビザンチンノードと呼び，故障を起こして

いないノードは正常ノードと呼ぶ．ノード vf がビザンチンノードであるとき，vf はノードメモリ内変数を自

由に決定することができる．ただし，vf は正常ノード同様他のノードの変数の値を変更することはできない．

非同期分散システムを考えているため，非同期ラウンドを定義する．初期状況 C0 から全ての正常ノードが

ρi に少なくとも 1度現れるまでの状況のうち，最小の添字を持つ状況 Cs までのシーケンス ϱ1 = C0, · · · , Cs

を 1ラウンド目とする．次の非同期ラウンドは Cs を初期状況として同様に ϱ2 を定義する．

2.2 距離 k 極大独立集合問題

アルゴリズムが上位のアプリケーションに対して出力する計算結果は各ノードが持つある変数の集合とす

る．この出力される変数の集合を出力変数とし，全ノードの出力変数のベクトルを Outとする．各ノード vi

に対して問題 P における vi の条件 Speci(Out)を定義する．Out(C)を状況 C における全ノードの出力変数

のベクトルとしたとき，全てのノード vi について Speci(Out(C)) が満たされるのであればアルゴリズム A

は状況 C にて問題 P の仕様を満たしたとする．

アルゴリズム Aのある実行 E = C0, C1, · · ·を考え，ある状況 Ci で問題 P の仕様を満たし，任意の j ≥ i

において状況 Cj でも仕様を満たすとき，アルゴリズム Aは実行 E において問題 P を解いたとする．また，
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このときアルゴリズム Aの実行により到達すべき状況を判定する条件式，すなわち以下の性質を満たすよう

な，実行 E の状況に対する条件式 I を考える．

• ある状況 Ci で I を満たすとき，任意の j ≥ iにおいて，状況 Cj が P の仕様を満たす．

故障の存在する問題の仕様は正常なノードにのみ定義する．Out(C ′)を状況 C ′ における全ノードの出力変

数のベクトルとしたとき，故障ノードから距離 d+1以上離れた全てのノード vi について Speci(Out(C ′))が

満たされるのであればアルゴリズム Aは状況 C ′ にて問題 P の仕様を満たしたとする．アルゴリズム Aのあ

る実行 E′ = C ′
0, C

′
1, · · ·を考え，ある状況 C ′

i で故障ノードから d+ 1以上離れた全てのノードが仕様を満た

し，任意の j ≥ iにおいて状況 C ′
j でも故障ノードから d + 1以上離れた全てのノードが仕様を満たすとき，

アルゴリズム Aは実行 E′ において問題 P を解いたとする．また，このときアルゴリズム Aの実行により到

達すべき状況を判定する条件式，すなわち以下の性質を満たすような，実行 E′ の状況に対する条件式 Id を考

える．

• ある状況 C ′
i で Id を満たすとき，任意の j ≥ iにおいて，状況 C ′

j が P の仕様を満たす．

もし任意の状況から始まる全ての Aの実行が条件式 Id を満たす状況を含むとき，アルゴリズム Aを問題

P を解く d-安定アルゴリズムと呼ぶ．また，Aが Id を満たして問題 P を解くとき，故障ノードが存在しなけ

れば Aは任意の状況から正常な状況，すなわち問題 P の仕様を満たした状況に収束し維持するため，Aは自

己安定アルゴリズムであると言える．

本稿では d-安定アルゴリズムを考えるため，収束性と閉包性について定義する．

収束性 : P の仕様を満たさない任意の状況からアルゴリズムを開始したとしても，システムはいつかは Id を

満たす

閉包性 : 収束性を満たした後，システムは常に P の仕様を満たす

ここで本稿における問題 P，すなわち距離 k 極大独立集合問題の仕様を定義する．各ノード vi は出力変数

として変数 vi.stateを持ち，2つの値 headと childのどちらかが格納されているとする．vi.state = headの

ノードを headノードとする (vi.state = childのノードを childノードとする)．また，vi から距離 k 以内の

ノードの集合を Nik とする．

問題 P : 距離 k 極大独立集合問題

問題 P の仕様としてノード vi の Speci() とする．以下の式のどちらかを C で満たすとき，

Speci(Out(C)) == trueとなる．

• vi.state == head ∧ (̸ ∃vj ∈ Nik|vj .state == head)

• vi.state == child ∧ (∃vj ∈ Nik|vj .state == head)
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3 アルゴリズム

諸定義を踏まえ，本稿では距離 k 極大独立集合問題を解くアルゴリズムを考える．

3.1 アルゴリズムの概要

距離 k 極大独立集合問題を解くため，アルゴリズムでは headノードは距離 k 以内に headノードが存在し

ないかどうかを確認し，childノードは距離 k 以内に headノードが存在することを確認する．そこで本アル

ゴリズムでは headノードは自身が headであることを示す情報として，自身 IDに距離情報として発信者を

表す 0を付与した項組を作成し headノード情報とする．全てのノードはこの headノード情報を距離情報が

k を超えるまで隣接ノードから距離情報をインクリメントしながらコピーする．この情報により headノード

は距離 k以内に競合している headノードが存在するかどうかを判別でき，childノードは距離 k以内に head

ノードが存在するかどうかを判別することができる．

headノードが競合している場合，どちらかのノードは headノードをやめ，childノードになる．このとき，

競合中の headノードの中から少なくとも 1つのノードが headノードとして残るようにする．具体的には各

headノード vi 及び vj は 1bitの乱数値 (0もしくは 1)を生成し，お互いに送り合う．その後，vi の乱数値が

vj の乱数値より大きいとき，vj は childノードになる．すなわち，headノードが childノードになるとき，

少なくとも 1つの headは乱数値として 1を生成しており，headノードのままとなる．

また，headノード間に距離が存在するため情報が伝達されるのに遅延が生じる．この遅延中に同一の情報

を何度も参照する場合があるため，本稿では競合している任意の 2ノード vi と vj は交互に乱数値の比較動作

を行うための工夫を実装する．各ノードは乱数値とは別に 1bitのカウンタを持ち，競合相手の IDより大きい

場合にはカウンタが等しいとき，そうでないときはカウンタが異なるときに比較動作を行う．vi が比較動作を

行った場合はこの 1bitカウンタを反転させ相手に送る．vi が比較動作を行わなかった場合，現在存在する情

報では競合相手 vj がスケジューラで指定されたときに比較動作を行うような値になっているため，vj が比較

動作を行い新しい情報が vi に到達するのを待つ．よって，headノードとして競合している相手に伝達させる

情報としては自身の ID，競合相手の ID，乱数値，1bitカウンタの値の 4つで，そこに距離情報を足した 5項

組をやり取りする．

ノード vi は受け取った全ての情報に対して処理を行った後，headノードであるなら乱数値を更新し，発信

する情報の更新を行う．

ノード vi が childノードであり，距離 k 以内に headノードが存在するという情報を 1つも持っていない

場合，vi は headノードとなり headノードであるという情報を発信する．

本稿ではビザンチンノードの存在する環境を想定している．アルゴリズムとして距離 k までしか情報を伝

播させないため，ビザンチンノードからの情報は高々距離 k までの範囲にしか届かない．そのためビザンチ

ンノードから距離 k までの head ノード va は変動する可能性がある．また，va からの情報も届かない距離

2k + 1以上離れた headノード vb は，Id を満たした状況以降，vb.stateの値を変化させることはない．これ

については閉包性の証明にて明らかにする．

4



3.2 アルゴリズムの詳細

本アルゴリズムの疑似コードを Algorithm 1に示す．変数 vi.stateは headもしくは childを保存する変数

である．変数 vi.Infoは (差出人 ID，差出人からの距離)の headノードの情報を表す 2項組を保存する集合

であり，この 2項組を headノード情報と呼ぶ．変数 vi.Conflictは (差出人 ID，宛先 ID，乱数値，カウン

タ値，差出人からの距離)の 5項組を保存する集合であり，この 5項組を競合情報と呼ぶ．変数 vi.LocalInfo

は (相手 headID，カウンタ値)の 2項組を保存する集合である．変数 vi.randは現在の乱数値を保存する変

数である．

ノード vi がアクティブになったとき，初めに vi の隣接ノードからの情報を元に vi.Info と vi.Conflict

を更新する (1 行目から 4 行目)．1 行目及び 2 行目では全ての隣接の vi.Info と vi.Conflict それぞれの和

集合を取得する．その後 3 行目及び 4 行目で同一差出人 ID を持つ情報のうち距離情報が最小の情報以外を

削除する．この結果 vi.Infoには同一ノードから発信された距離情報が最小の headノード情報だけが残り，

vi.Conflictには同一ノードから発信された距離情報が最小の競合情報だけが残る．

5 行目から 24 行目は vi が head ノードであるときの動作であり，25 行目から 29 行目は vi が child ノー

ドのときの動作である．vi が headノードであるとき，はじめに headノード情報から vi.LocalInfoに含ま

れていない ID の情報があれば，その ID の情報を作成する．この vi.LocalInfo に含まれている ID は競合

中であることを示す．また，同時に初期値 0としたカウンタ値を保存する．その後，vi.Conflict内に比較す

べき headノード vj からの情報が入っている場合に乱数の比較動作を行う (10行目から 17行目)．比較すべ

き情報とは vi.Conflict内の idj の情報のカウンタ値と vi.LocalInfo内の idj の情報のカウンタ値が等しく

idi > idj である，もしくはカウンタ値が異なっており idi < idj であるかのどちらかを満たす情報である．カ

ウンタ値は 1bitであり，各ノードは固有の IDを持つため必ず vi か vj のどちらか 1つのノードが条件に当て

はまる．vi が条件に当てはまったとき，vi.LocalInfo内の idj のカウンタ値を反転させ，乱数値の比較を行

う．vi.randの値が vi.Conflict内の idj の情報の乱数値より小さいときに childノードとなる．この動作を

vi.Conflict内に含まれる条件の当てはまる情報全てに対して行う．その後，vi が headノードであれば乱数

値を再生成し，vi.LocalInfoから vi.Infoに存在しない IDの情報を削除し，vi.Infoと vi.Conflictを更新

する．vi.Infoには headノード情報を，vi.Conflictには vi.LocalInfo内の情報に vi.idと vi.rand，距離

情報を加えて作成する．作成された情報は次に隣接ノードがアクティブになった際，1から 4行目で伝播して

いく．

26行目からは vi が childノードのときの動作である．vi.Infoが NULLのとき，すなわち距離 k 以内に

headノードが存在するという情報が無いとき，vi は headノードとなり，headノード情報を作成する．この

情報に関しても次に隣接ノードがアクティブになった際に伝播する．

3.3 閉包性の証明

本稿において本来であれば収束性の証明と閉包性の証明が必要となるが，収束性の証明は現在未完了である

ため閉包性の証明のみを示す．収束性に関してはシミュレーションによる結果を示す．

閉包性の証明として，Id を満たした状況 Ca において，任意 b ≥ aにおいて Cb では問題 P の仕様を満たす

ことを補題にて示す．ここで，本稿における条件式 Id を定義する．条件式 Id を以下のように定義し，Id を満

たした状況 Ca において，任意 b ≥ aにおいて Cb では距離 k 極大独立集合問題が解けていることを示す．
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Algorithm 1 Code of node vi
1: vi.Info =

∪
vj∈Ni

{(j, a+ 1) | (j, a) ∈ vj .Info ∧ a < k ∧ j ̸= i}
2: vi.Conflict =

∪
vj∈Ni

{(j, y, r, c, a+ 1) | (j, y, r, c, a) ∈ vj .Conflict ∧ a < k ∧ j ̸= i}
3: vi.Info = vi.Info \ {(x, a) | (x, a), (x, b) ∈ vi.list ∧ a > b}
4: vi.Conflict = vi.Info \ {(x, y, r1, c1, a) | (x, y, r1, c1, a), (x, y, r1, c1, b) ∈ vi.list ∧ a > b}
5: if vi.state == head then

6: for all (idj ,−) ∈ vi.Info do

7: if (idj ,−) ̸∈ vi.LocalInfo then

8: vi.LocalInfo = vi.LocalInfo ∪ {(idj , 0)}
9: end if

10: if (idj , vi.id, randj , cj ,−) ∈ vi.Conflict then

11: if ∃(idj , lcj) ∈ vi.LocalInfo | (vi.id > idj && cj == lcj) ∨ (vi.id < idj && cj ̸= lcj) then

12: vi.LocalInfo = vi.LocalInfo \ {(idj , lcj)} ∪ {(idj , (lcj + 1) mod 2)}
13: if vi.rand < randj then

14: vi.state = child

15: end if

16: end if

17: end if

18: end for

19: if vi.state == head then

20: vi.rand = random(0, 1)

21: vi.LocalInfo = vi.LocalInfo \ {(idj ,−) | (idj ,−) ̸∈ vi.Info}
22: vi.Info = {(vi.id, 0)}
23: vi.Conflict =

∪
(idj ,lcj)∈vi.LocalInfo{(vi.id, idj , vi.rand, lcj , 0)}

24: end if

25: else

26: if vi.Info == NULL then

27: vi.state = head

28: vi.Info = {(vi.id, 0)}
29: end if

30: end if

条件式 Id

1 状況 Ca において故障ノードから距離 d
2 + 1以上離れた全てのノード vi が Speci(Out(Ca))を満たす

2 状況 Ca において故障ノードから距離 d
2 + 1以上離れた任意の正常ノード vi が発信した headノード情

報を vi から距離 k 以内の全てのノードが保持している

3 状況 Ca において正常 childノードの headノード情報を保持する正常ノードが存在しない

ここで「ノード vi の headノード情報を vj が保持する」とは，(vi.id,−) ∈ vj .Infoが成り立つことである．
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補題 1. 任意の状況 Ca においてアルゴリズムが条件式 I2k を満たしたとき，任意の状況 Cb(a ≤ b)ではビザ

ンチンノードから距離 2k + 1以上離れた任意のノード vi は vi.stateを変更しない．

Proof. I2k を満たした状況を Ca とし，任意の状況 Cb(a ≤ b)においてビザンチンノードから距離 2k + 1以

上の場所に存在する任意の正常エージェントを vi とし，以下の 3つの事象について考察する．

(1) Ca で vi が headノードであるとき，Cb では vi は childノードになることはない

(2) Ca で vi が childノードであり，vi から距離 k 以内に存在する headノード vj がビザンチンノードか

ら k + 1から 2k の場所に存在するとき，Cb で vi は headノードになることはない

(3) Ca で vi が childノードであり，vi から距離 k 以内に存在する headノード vj がビザンチンノードか

ら 2k + 1以上の場所に存在するとき，Cb で vi は headノードになることはない

(1) について考える．仮定より Ca にて I2k が成り立つため，vi の head ノード情報は vi から距離 k 以内

の任意のノード vj が保持しており，また vj が出した headノード情報はグラフ上に存在しない．vj は vi の

head ノード情報を保持しているため，vj は head ノードになることはない．よって Cb において vi から k

以内で新たに headノードとなるノードは存在せず，vi に到達する headノード情報は存在しないため vi は

childノードになることはなく，(1)は成り立つ．

(2)について考える．仮定より Ca にて I2k が成り立つため，vj の headノード情報は vj から距離 k 以内

の任意のノード vl が保持しており，また vl が出した headノード情報はグラフ上に存在しない．また，vl は

headノード情報を保持しているため headノードになることはなく，新たに headノード情報を作成すること

もない．加えて，vj はビザンチンノードから少なくとも k+ 1離れており，ビザンチンノードからの虚偽の情

報も到達しない．そのため vj は他ノードの headノード情報を保持することはないため childノードになる

ことはなく，vi は常に k 内に headノードを有することになる．よって (2)は成り立つ．

(3)について考える．仮定より Ca にて I2k が成り立つため，vj の headノード情報は vj から距離 k 以内

の任意のノード vl が保持しており，また vl が出した headノード情報はグラフ上に存在しない．また，vl は

headノード情報を保持しているため headノードになることはなく，新たに headノード情報を作成すること

もない．そのため vj は他ノードの headノード情報を保持することはないため，childノードになることはな

い．よって，vi は常に k 内に headノードを有することになり，(3)は成り立つ．

以上 3つの事象により，状況 Ca において I2k を満たすとき，任意の状況 Cb(a ≤ b)ではビザンチンノード

から 2k + 1以上離れたノードは出力変数 (vi.state) を変更することはない．よって題意は成り立つ．

補題 1より，状況 Ca で I2k を満たすことができれば距離 k 極大独立集合問題で与えられる仕様を故障ノー

ドから 2k + 1以上離れた全てのノードが任意の j ≤ iにおいて状況 Cj でも満たせることを示した．

3.4 シミュレーションによる結果

ビザンチンノードが存在しないとき，任意の状況から I2k を満たすまでの非同期ラウンド数を計測するた

め，本稿では k の値と nの値をパラメータとしシミュレーションを行った．シミュレーションの結果を図 1

に示す．縦軸が I2k を満たすまでにかかった非同期ラウンド数の平均値，横軸がノード数である．また，青線

が k = 1のとき，オレンジが k = 2のとき，グレーが k = 3のとき，黄色が k = 4のときである．シミュレー

ションの条件はノード数 nで任意のグラフを作成し，そのグラフにおいてアルゴリズムを実行する．ビザンチ

ンノードは存在しないものとし，全ノードが正常ノードとしてシミュレーションを行った．作成されるグラフ

7



図 1 : k = 1から k = 4までのシミュレーション結果

ではシミュレーションの処理速度の関係上，グラフの最大次数を 5としている．各 nの値で 3度シミュレー

ションを行い，各非同期ラウンド数の平均値を計算している．

結果として I2k を満たすまでの非同期ラウンド数は nの値に影響されず，k の値に大きく影響されることが

分かった．各 k の値における非同期ラウンド数の平均は k = 1のときで 7.36ラウンド，k = 2で 13.0ラウン

ド，k = 3で 13.4ラウンド，k = 4で 17.1ラウンドであった．ビザンチンノードが存在しないとき，シミュ

レーションの結果より収束性は満たされていると考えられる．

4 まとめ

本稿では距離 k 極大独立集合問題を解く自己安定乱択アルゴリズムを提案した．アルゴリズムでは乱数を

用いており，ビザンチンノードが存在する分散システム上で距離 k 極大独立集合を求めることができる．シ

ミュレーションにてビザンチンノードが存在しない分散システムでアルゴリズムが安定するまで，すなわち条

件式 I2k を満たすまでに必要な非同期ラウンド数を求め，証明にて I2k を満たした後はビザンチンノードから

2k + 1以上離れたノードは距離 k 極大独立集合問題を解けていることを示した．

今後の課題としては任意の状況から I2k を満たすことのできる確率及び非同期ラウンド数の証明を行うこと

である．シミュレーション結果から kの値に依存した非同期ラウンド数で可能であると考えているが，ビザン

チンノードの影響を考える必要がある．
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不完全情報二人単貧民

木谷 裕紀1,a) 大渡 勝己,b) 小野 廣隆1,c)

Deciding the winning player in two-player TANHINMIN and its variant

KIYA Hironori1,a) OHTO Katsuki,b) ONO Hirotaka1,c)

1. はじめに

大貧民はトランプカードゲームの中でも全国的に認知度,

人気が高い遊びであり, 大富豪とも呼ばれる. このゲームは

不完全情報多人数ゲームであり, 一般には最適戦略が存在

しない, あるいは求めることが困難である. 近年, 将棋やオ

セロなどの完全情報ゲームに関する研究と共に, 大貧民の

ような不完全情報ゲームの研究も進んでいる. 2006年度か

ら毎年コンピューター大貧民大会が電気通信大学で開催さ

れ,「強い」大貧民 AIの開発を競う場となっている. 2015

年, プロ棋士に対する勝利宣言が出された将棋コンテスト

同様, 日々コンピューター大貧民AIの実力も向上している

がまだまだ成長の余地がある [1], [2], [5].

このような大貧民研究の一環として電気通信大学の西野

は単貧民というゲームを定義した [6]. 単貧民は大貧民に

• 特殊ルールが一切存在しない,

• 1 枚出しのみを認める,

• 手札は公開で行われる,

という制約を課したものであり, 大貧民を単純化し, かつ完

全情報化したものと言える. 二人単貧民は完全情報型の 2

人ゲームとなるため, いずれかのプレイヤーに必勝戦略が

常に存在する. しかし, 将棋や囲碁などを考えると明らか

なように, 完全情報型の 2人ゲームにおける必勝戦略の存

1 名古屋大学大学院情報学研究科 数理情報学専攻
Department of Mathematical Informatics, Graduate School
of Informatics, Nagoya University

a) kiya.hironori@gmail.com
b) katsuki.ohto@gmail.com
c) ono@i.nagoya-u.ac.jp

在性とそれを具体的に知ることには大きな隔たりがある.

これに対し著者らはこれまで特殊ルールまで拡張した単貧

民においての具体的な必勝判定及び必勝戦略を与える研究

を行ってきた [4].

本研究では, 単貧民をより通常の大貧民に近づけるため

に単貧民ゲームに不完全情報性を導入した不完全情報単貧

民, つまり基本的にはお互いの手札が全く分からない単貧

民の必勝判定を考える. 不完全情報二人ゲームに関する解

析はいくつか知られているが [3], 確立した解析手法はまだ

知られていない. まず, このゲームにおいて常には最善手

が分からないことを示す. また, 単貧民において, 完全情報

性がどのくらいゲームを簡単にしているかを確かめるため

にオラクルを導入する. オラクルが与えられたとき, 各プ

レイヤは相手の手札を部分的な情報をオラクルによって得

られるとする (例えば, 全ての相手の手札情報がオラクルに

よって与えられる単貧民が完全情報単貧民である).

本研究の目的はどのような情報を与えるオラクルがあれ

ば必勝判定が可能かあるいは完全情報単貧民の必勝判定に

おける本質となるものは何かを考えるものである.

2. 問題

2.1 単貧民のルール

まず本研究の基礎となる二人単貧民を以下のようにモデ

ル化する: 各プレイヤーの手札集合を [N ] = {1, 2, . . . , n}
の部分集合の形で与える. プレイヤーに配布された札 (手

札と呼ぶ)の札数は必ずしも等しくなくてよい. 札の番号

は強さを表し, 大きいほど強いものとする. この設定の下,

以下の形でゲームを進める.



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

• 先手後手を決め, 先手プレイヤー, 後手プレイヤーの順

に交代で, 手札から場に 1枚ずつ札を出していく.

• 場は最初, 空である (0の札がおかれていると考える).

• 順番のプレイヤーは, 手札の中から場の札の値よりも

大きい値の札を 1枚出すことができる. 出した札はそ

れまで出ていた札の上に置かれる (場に出ている札は

今出した札に代わる). このとき, 順番はもう一人のプ

レイヤーに移る.

• 順番のプレイヤーは, 手札を出さずに順番をもう一人

のプレイヤーに譲ることができる (パスする, という).

このとき場に出ている札は空になる (改めて, 0の札が

おかれる).

• いずれかのプレイヤーの手札がなくなった時点で終了
であり, このとき手札を 0枚にしたほうが勝ちである.

ゲームを通して順番は交互に移るが, それぞれの手札を

出すタイミングを手番, ある時点で順番が来ているプレイ

ヤーを手番プレイヤー, もう一人のプレイヤーを相手プレ

イヤーと呼ぶ. また場が空の状態からいずれかのプレイ

ヤーがパスをするまでを巡と呼ぶ.

2.2 諸定義

P0 を初期手番プレイヤー, P1 を初期非手番プレイヤー

とする. 初期手番プレイヤー (以下では単に先手と呼ぶ)の

手札集合をX0 ⊆ [N ], 初期非手番プレイヤーの手札集合を

X1 ⊆ [N ]とする. また場に最後に出された札を r とする.

まだ札が出されていない空場では仮想的に 0の札が置かれ

ているものとする. このとき, 任意の手番に対して, 以下

のような二部グラフを定義する: G0 = (X0, X1 ∪ {r}, E0),

ただし, E0 = {{i, j} | i ∈ X0, j ∈ X1 ∪ {r}, i > j}. つま
り, G0 は, プレイヤー P0 の全ての手札と場の札の各札を

点としたグラフであり, プレイヤー P0 の各手札から, その

札が勝てるプレイヤー P1 の手札へ辺を引く形で定義され

ている.

このように定義したグラフ G0 においてマッチング辺は,

プレイヤー P1が出した札に対してプレイヤー P0が札を出

す関係を表しており, ゲームが進むことはそれぞれのグラ

フにおいてマッチング辺が抜かれていく状況を表している.

本研究で提案する判定法ではこれを利用するため, G0の最

大マッチングのサイズ µ(G0)を定義する. また, 後に示す定

理において単貧民における必勝戦略保持者は P1 の最弱札

を除いたグラフにおける最大マッチングのサイズにも影響

されることを示していく. 従って P1 の最弱札を除いたグ

ラフにおける最大マッチングのサイズを µ(G0 \ {minX1)}
と表記する. ただし, {minX1)}は |P1|の手札集合で最も
弱い札 (そのような札が複数枚あればその中から一枚)で

ある.

また同様に以下のような二部グラフを定義する: G1 =

(X1, X0, E1),ただし, E1 = {{i, j} | i ∈ X1, j ∈ X0, i > j}.

つまり, G1 は, プレイヤー P1 の全ての手札と P0 の最弱札

を除く全ての札と場の札の各札を点としたグラフであり,

プレイヤー P0 の各手札から,その札が勝てるプレイヤー

P1 の手札へ辺を引く形で定義されている. 同様に G1 の最

大マッチングのサイズ µ(G1), µ(G1 \ {minX0)}を定義す
る. ただし, {minX0)}は |P0|の手札集合で最も弱い札 (そ

のような札が複数枚あればその中から一枚)である.

本稿での証明には, この単貧民ゲームにおいて以下の補

題が成立することを利用する.

補題 1. 単貧民ゲームにおいて各プレイヤのソートされ

た手札集合が入力として与えられたとき, 最大マッチング

µ(G0), µ(G1) は線形時間で計算可能.

この補題は以下の貪欲アルゴリズムが µ(G0) と同値の値

を出力することを保証することから示すことができる. 本

稿では詳細な証明は省略する.

Algorithm 1 貪欲アルゴリズム
1: G0 = (X0, X1, E0) とする. ただし X0 = {x1, x2, . . . , xn0},

x1 < x2 < · · · < xn0 , X1 = {y1, y2, . . . , yn1}, y1 < y2 <

· · · < yn1 とする. 初期値としてM := ∅, i := 1, j := 1 とする.

2: i > n0 または j > n1 が成立しているならばM を出力しアルゴ
リズムを停止する. i > n0 と j > n1 のどちらもが成立していな
いとき, xi > yj が成立しているか確かめる. 成立している場合
ステップ 3 へ移行する. 成立していない場合, i := i + 1 へ値を
更新し, ステップ 2 の最初へ戻る.

3: M := M ∪ {(xi, yj)}, i := i + 1, j := j + 1 へ値を更新する.

ステップ 2 へ戻る.

また以下の補題も成立する.

補題 2. xi > xj , xi ∈ X0, xj ∈ X1 を満たす xi, xj が存在

するとき, 任意の xj に対して, xi > xj , xi ∈ X0, xj ∈ X1

を満たす最小の xi
∗ をとることができ, G0 = (X0, X1, E0)

において, 辺 (xi
∗, xj)を含む最大マッチングが存在する.

この補題から相手の出した札に対して出すことのできる

最小の札を場に出すことによるグラフの最大マッチング数

の減少は高々 1であることが導かれる. この証明も本稿で

は省略する.

また, 本研究ではオラクルをプレイヤが受け取ることに

より必勝判定可能な局面を示す. µ(G0\{minX1}) を受け取

ることができるオラクルを µG0
オラクル, µ(G1\{minX0})

を受け取ることができるオラクルを µG1
オラクル, プレイ

ヤの手札集合のサイズを受け取ることができるオラクルを

|Xi|(i = 0, 1)オラクルとする.

3. 不完全情報単貧民

不完全情報で行う単貧民に対して, まず, 以下の定理が成

立する.

定理 1. P0の手番において, µ(G0\{minX1}) > µ(G1)が成立

するとき, P0は必勝戦略を持つ (1). µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0})

が成立するとき, P1 は必勝戦略を持つ (2).
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証明. 常に場の札に勝つことができる最小の札を出し続

けるという戦略が上記の条件を満たすときの必勝戦略であ

ることを µ(G0\{minX1}), µ(G1\{minX0}) に関する帰納法を

用いて示す.

基礎ステップ

(1)P0 の手番において µ(G0\{minX1}) > µ(G1) = 0が成

立するとき, P0 が場の札に対して勝つ札があるかどうかで

場合分けを行う. なお, このとき µ(G0\{minX1}) > 0より,

X1 \ {minX1} > 0が成立するため, |X1| > 1が成立する

ことに留意したい.

(1-1)P0 が場の札に対して勝つ札があるとき, P0 は勝て

る札の中から強さ最小の札をだすことができる. µ(G1) = 0

が成立しているため, 札を出した直後の P1 の手番におい

て, P1 は場の札に対して勝てる札を持っていない. 従って,

P1 はパスを選択し, 空場において再び P0 の手番となる.

P1 の手札内には P0 の手札に対して勝てる札が一枚もない

ため, P0 はゲーム終了まで最小の札を出し続け, 勝つこと

ができる. 従ってこの場合, P0 が必勝戦略を持つ.

(1-2)P0 が場の札に対して勝つ札がないとき, P0 はパス

を選択し, 場の札は空になり P1 の手番になる. |X1| > 1が

成立するため, P1 は 2枚以上の手札から選んで手札を出す

ことになる. 一方で µ(G0\{minX1}) が成立しており且つ P0

が場の札に対して勝つ札がなかったことから, P1 の手札内

には少なくとも 2枚は P0 の強さ最大の札よりも弱い札が

存在する. これらから, P1 が空場に出す札に対し, 出せな

い札であればパスを出せる札になれば札を出すことによっ

て P1 が勝利条件を満たす前に P0 は札を出すことができ

る. また, このとき, µ(G1) = 0が成立しているため, 札を出

した直後の P1 の手番において, P1 は場の札に対して勝て

る札を持っていない. 従って, P1 はパスを選択し, 空場に

おいて再び P0 の手番となる. P1 の手札内には P0 の手札

に対して勝てる札が一枚もないため, P0 はゲーム終了まで

最小の札を出し続け, 勝つことができる. 従ってこの場合

も, P0 が必勝戦略を持つ.

従ってこの局面は P0 が必勝戦略を持つ.

(2)P0 の手番において, µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) = 0 が

成立するとき, µ(G0) = 0が成立する. したがって初期の

場の札及び任意の P1 の手札に対して P0 の手札の中には

それより真に強い札はない。従って P1 が場の札に勝つ

ことができる最小の札を出し続ける戦略を続けることに

よって P0 は札を一枚も場に出すことができない. 従って

µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) = 0が成立する局面は P1 が必勝戦

略を持つ.

帰納ステップ

P0 の手番において, k − 1 ≥ µ(G0\{minX1}) > µ(G1)

が成立するとき (k は自然数), P0 は必勝戦略を持ち,

µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ k − 1 が成立するとき, 必勝戦

略を持つと仮定する.

(1)P0 の手番において k = µ(G0\{minX1}) > µ(G1) が成

立するとき, 場の札よりも強い札が手札にある場合とない

場合で場合分けを行う.

(1-1)P0 に手札に場の札よりも強い札がある場合, P0 は

出すことができる最も弱い札を P0 は場に出す. このとき,

手番は P1に移り, 補題 2より µ(G0\{minX1})は 1だけ減少

するため, µ(G1) ≤ µ(G0\{minX1}) ≤ k − 1が成立する盤面

になる. 帰納法の仮定よりこの局面は P0 が必勝戦略を持

つ局面である.

(1-2)手札に場の札よりも強い札が手札にない場合. P0

はパスを選択せざるを得ない. パスした直後の空場の盤面

に対し, P1 は何かしらの札を出すことになる. このとき,

P1 の出した札が P0 のすべての手札よりも強い (P0 のどの

手札も勝つことができない札)かどうかでさらに場合分け

を行う.

(1-2-a)P0 のすべての手札よりも強い (P0 のどの手札も

勝つことができない札)が場に出た場合, P0 はパスを選択

するため, µ(G0\{minX1}) は減少せず, µ(G0\{minX1})=kで

再び P1 が空場で手番となる. このとき µ(G0\{minX1})=k

が成立しているため, このループは高々 (プレイヤ１の手札

の総数-k)回しかおきない.

(1-2-b)P0がその札よりも強い札を保持している場合, P0

は出すことができる最も弱い札を P0 は場に出す. このと

き, 手番は P1 に移り, 補題 2より µ(G0\{minX1}) は 1だけ

減少するため, µ(G1) ≤ µ(G0\{minX1}) ≤ k − 1が成立する

盤面になる. 帰納法の仮定よりこの局面は P0 が必勝戦略

を持つ局面である.

従っていずれの場合も P0 が必勝戦略を持つ.

(2)P0 の手番において µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) = k が成

立しているとき, P0 がパスを選択するか否かで場合分けを

行う.

(2-1)P1がパスを選択しない場合, 直後の盤面は, P1の手

番となり, k = µ(G1\{minX0}) > µ(G0)が (補題 2より µ(G0)

が 1減少するため)成立する. 従ってこの局面は P1 が必勝

戦略を持つ.

(2-2)P0がパスを選択する場合, パスを選択した直後の盤

面は, P1 の手番となる. パスを選択した直後の P1 の手番

において, P1の手札の枚数 |X1|と µ(G1\{minX0})が一致し

ているか否かでさらに場合分けを行う.

(2-2-a)P1 の手札の枚数 |X1|と µ(G1\{minX0}) が一致し

ているとき, P1 の手札の枚数 |X1| と µ(G1\{minX0}) が一

致しているため, µ(G0) は高々 |X1| = µ(G1\{minX0}) で

ある. このとき, |P1| は最小札を出すことによって再び
µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ kが成立する局面となる. このと

き, さらに場合分けが生じる.

(2-2-a’)再び P0 がパスを選択する場合, 再び |P1|は最小
札を出すことによって, µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ k − 1が

成立するため, 後手必勝である.
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(2-2-a”)また, 再び P0が場に何かしらの札を出す場合も

その札に勝てる最小の札を出す (できないときはパスをす

る)ことによって µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ k − 1が成立す

る盤面になるため, この局面は P1 が必勝戦略を持つ.

したがって P0 がパスを選択する場合 P1 が必勝戦略を

持つ.

(2-2-b)P1 の手札の枚数 |X1|と µ(G1\{minX0}) が一致し

ていないとき, 空場に対して強さ最小の札を出すと, µ(G0)

の値は増加せず, µ(G1\{minX0})の値も減少しない. 従って,

再び, P0 の手番となり ,µ(G0) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ kが成立

する盤面となる. この局面は高々 P1 の手札の総数-µ(G0)

回しか起きず, (2-1), あるいは (2-2-a)の状況へ移行するこ

とになる. 従ってこの局面も P1 が必勝戦略を持つ.

以上より帰納的に題意は示された.

定理 2. µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1)且つ, µ(G0) > µG1\{minX0}

のとき, P0, P1 は必勝戦略を持たない局面が存在する.

証明. 具体的な局面を記述する. 場を空場とし, P0 の手

番とする. P0 の初期手札集合を {2, 3}とする. このとき

µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1) 且つ, µ(G0) > µG1\{minX0} を満た

す局面として, P1 の初期手札集合 X1 = {1, 2, 5}, {2, 2, 3}
が考えられる.

X1 = {1, 2, 5} のとき, P0 は 2を出すことによって, P1

の対応手に関わらず勝つことができる一方, 3を出した場

合その対応手として, P1 が 5を出すと P0 はパスをせざる

を得ない局面になるが, その後 P1が 2を出すことによって

再び P0 はパスをせざるを得ないため, その後 P1 が 1を出

して P1 の勝ちとなる. 従ってこの場合, P0 にとって, 2を

出すことが最善手である.

X1 = {2, 3, 3}のとき, P0 は 3を出すことによって, P1

の対応手に関わらず勝つことができる一方, 2を出した場

合その対応手として, P1 が 3を出すと P0 はパスをせざる

を得ない局面になるが, その後 P1が 3を出すことによって

再び P0 はパスをせざるを得ないため, その後 P1 が 2を出

して P1 の勝ちとなる. 従ってこの場合, P0 にとって, 3を

出すことが最善手である.

上記 2局面は区別不可能であるため, この局面は P0は必

勝戦略を持たない. 一方で P1 が正しい応手をすることに

よって P1 の応手関係なく負けてしまうため. P1 も必勝戦

略を持たない.

以上より題意は示された.

この定理は, 完全情報で行う場合は最善手がわかる局面

においても [4], 不完全情報で行う場合はその不完全情報性

からそのような戦略が分からないため, 必勝でない局面が

現れることを意味している.

また, オラクルが与えられる不完全情報単貧民において

以下の定理が成立する.

定理 3. 不完全情報単貧民において, ゲーム開始時

に P0 が µ1 オラクルを得るならば, ゲーム開始時に

µ(G0\{minX1}) > µ(G1\{minX0})のとき, P0は必勝戦略を持

つ. ゲーム開始時に P1 が µ0 オラクルを得るならば, ゲー

ム開始時に µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) のとき, P1 は

必勝戦略を持つ.

証明. 得られたオラクルの値をゲームの進行に従って計

算した値が 0のとき, 手札の最も弱い札をださないように

札を出し, それ以外の局面においては, 最小の札を出す戦

略が必勝戦略になっていることを示す. P0が札を出す毎に

µ(G0\{minX1}) が減少することを利用して µ0 オラクル, µ1

オラクルに関する帰納法を行う.

基礎ステップ

(1)P0 の手番において µ(G0\{minX1}) > µ(G1\{minX0}) =

0が成立するとき, P0 が場の札に対して勝つを手札に保持

しているか否かによってさらに場合分けを行う.

(1-1)P0が場の札に対して勝つ札があるとき, 手札が残り

1枚であるかどうかによってさらに場合分けを行う.

(1-1-a)手札が残り一枚であるとき,

その札を出すことによって勝利することができるのでこ

の局面は P0 が必勝戦略を持つ.

(1-1-b)手札が残り 2枚であるとき,

強さ最小の札を除く札から P0 は勝てる札の中から (強

さ最小の札が勝てる場の札に対してはほかの札も勝てるた

め)だすことができる. 札を出した直後の P1 の手番におい

て, µ(G1\{minX0}) = 0が成立するので, P1は場の札に対し

て勝てる札を持っていない. 従って, P1はパスを選択し, 空

場において再び P0の手番となる. P1の手札内には P0の強

さ最小の札以外の手札に対して勝てる札が一枚もないため,

P0 はゲーム終了まで最小の札を出し続け, 勝つことができ

る. 従ってこの場合も, P0 が必勝戦略を持つ. 最後に手札

残り 1枚になったときその札を出すことにより P0 が勝つ

ことができる. 従ってこの局面は P0 が必勝戦略を持つ.

(1-2)P0 が場の札に対して勝つ札がないとき, P0 はパス

を選択し, 場の札は空になり P1 の手番になる. P0 が場の

札に対して勝つ札がないとき, P0 はパスを選択し, 場の札

は空になり P1の手番になる. |X1| > 1が成立するため, P1

は 2枚以上の手札から選んで手札を出すことになる. 一方

で µ(G0\{minX1}) が成立しており且つ P0 が場の札に対し

て勝つ札がなかったことから, P1 の手札内には少なくとも

2枚は P0 の強さ最大の札よりも弱い札が存在する. これ

らから, P1 が空場に出す札に対し, 出せない札であればパ

スを出せる札になれば札を出すことによって P1 が勝利条

件を満たす前に P0 は札を出すことができる. また, このと

き, µ(G1) = 0が成立しているため, 札を出した直後の P1

の手番において, P1 は場の札に対して勝てる札を持ってい

ない. 従って, P1 はパスを選択し, 空場において再び P0 の
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手番となる. P1 の手札内には P0 の手札に対して強さ最小

の札を除くと勝てる札が一枚もないため, P0 はゲーム終了

まで強さ最小から 2番目の札を出し続け, 勝つことができ

る. 従ってこの場合, P0 が必勝戦略を持つ.

(2)P0の手番において, µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) =

0 が成立するとき, µ(G0) = 0 が成立する. したがっ

て初期の場の札及び強さ最小札を除く P1 の手札に対

して P0 の手札の中にはそれより真に強い札はない.

従って P1 は強さ最小の札以外を出し続けることによっ

て P0 は札を一枚も場に出すことができない. 従って

µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) = 0 が成立する局面も

P1 が必勝戦略を持つ.

帰納ステップ

P0 の手番において, k − 1 ≥ µ(G0\{minX1}) >

µ(G1\{minX0}) が成立するとき (k は自然数), P0 は必勝

戦略を持ち, µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ k − 1が成

立するとき, 必勝戦略を持つと仮定する.

(1)P0 の手番において µ(G0\{minX1}) > µ(G1) = k が成

立するとき, 場の札よりも強い札が手札にある場合とない

場合で場合分けを行う.

(1-1)P0 に手札に場の札よりも強い札がある場合, P0 は

出すことができる最も弱い札を P0 は場に出す. このとき,

手番は P1に移り, 補題 2より µ(G0\{minX1})は 1だけ減少

するため, µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤ k − 1が成立

する盤面になる. 帰納法の仮定よりこの局面は P0 が必勝

戦略を持つ局面である.

(1-2)手札に場の札よりも強い札が手札にない場合. P0

はパスを選択せざるを得ない. パスした直後の空場の盤面

に対し, P1 は何かしらの札を出すことになる. このとき,

P1 の出した札が P0 のすべての手札よりも強い (P0 のどの

手札も勝つことができない札)かどうかでさらに場合分け

を行う.

(1-2-a)P0 のすべての手札よりも強い (P0 のどの手札も

勝つことができない札)が場に出た場合, P0 はパスを選択

するため, µ(G0\{minX1}) は減少せず, µ(G0\{minX1})=kで

再び P1 が空場で手番となる. このとき µ(G0\{minX1})=k

が成立しているため, このループは高々 (プレイヤ１の手札

の総数-k)回しかおきない.

(1-2-b)P0がその札よりも強い札を保持している場合, P0

は出すことができる最も弱い札を P0 は場に出す. このと

き, 手番は P1 に移り, 補題 2より µ(G0\{minX1}) は 1だけ

減少するため, µ(G1\{minX0}) ≤ µ(G0\{minX1}) ≤ k − 1が

成立する盤面になる. 帰納法の仮定よりこの局面は P0 が

必勝戦略を持つ局面である.

従っていずれの場合も P0 が必勝戦略を持つ.

(2)P0 の手番において µ(G0\{minX1}) ≤ µ(G1\{minX0}) ≤
kが成立するとき, P0 がパスを選択するか否かで場合分け

を行う.

(2-1)P1がパスを選択しない場合, 直後の盤面は, P1の手

番となり, k ≥ µ(G1\{minX0}) > µ(G0\{minX1})が成立する.

従ってこの局面は P1 が必勝戦略を持つ.

(2-2)P0がパスを選択する場合, パスを選択した直後の盤

面は, P1の手番となる. このとき, P1の手札の枚数 |X1|と
µ(G1\{minX0}) が一致しているか否かでさらに場合分けを

行う.

(2-2-a)P1 の手札の枚数 |X1| と µ(G1\{minX0}) が一致

しているとき, P1 の手札の枚数 |X1| と µ(G1\{minX0})

が一致しているため, µ(G0\{minX1}) は高々 |X1| − 1 =

µ(G1\{minX0}) − 1 である. k ≥ µ(G1\{minX0}) >

µ(G0\{minX1}) が成立する. 従ってこの局面は P1 が必勝戦

略を持つ.

(2-2-b)P1 の手札の枚数 |X1| と µ(G1\{minX0}) が一致

していないとき , 空場に対して強さ最小の札を出すと,

µ(G0\{minX1}) の値は増加せず, µ(G1\{minX0}) の値も減少

しない. 従って, 再び, P0 の手番となり, µ(G0\{minX1}) ≤
µ(G1\{minX0}) ≤ kが成立する盤面となる. この局面は高々

P1 の手札の総数-µ(G0\{minX1}) 回しか起きず, (2-1), ある

いは (2-2-a)の状況へ移行することになる. 従ってこの局

面も P1 が必勝戦略を持つ.

従っていずれの場合も P1 が必勝戦略を持つ.

以上より題意は示された.

定理 4. 不完全情報単貧民において, ゲーム開始時に各プ

レイヤが µi(i = 0, 1)オラクル, |Xi|オラクルの両方を得て
も, 各プレイヤは最善手を一意に決定できない.

証明. 具体的な区別できない局面を示す. 初期盤面を

X1 = {2, 3} 場札を空とする. また, このとき与えられるオ

ラクルを µ(G0\{minX1}) = 2, µ(G1\{minX0}) = 1, |X0| = 5

とする. このゲームにおいて以下の進行が与えられたと

する.

1. P0 が場に 4を出す.

2. P1 が出す札がないため, パスを選択する.

3. P1 が 1を出す.

この局面 (P1 が 1を出した局面)において相手の初期手

札集合として考えられる集合として, X0 = {1, 2, 3, 3, 4}と
いう集合が考えられる. このとき, P1 が 1を出した局面に

おいて X0 の手札は X0 = {2, 3, 3}となり, P0 は 3を出す

ことによってのみ勝つことができる. 一方で, この局面に

おいて相手の初期手札集合として考えられる集合として,

X0 = {1, 2, 2, 4, 5}という集合も考えられる. このとき, P0

は 2を出すことによってのみ勝つことができる.

このように P0 は相手の手札集合によって出す札を適切

に選択することで勝利することができるがどちらの手が最

善手であるかをオラクル情報だけでは区別不可能である.

従って題意は示された.
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この定理 3は相手側から見たマッチングと自分の手札の

初期状況のみで初期局面が必勝戦略を持つならばその最善

手を遂行可能であることを意味している. 一方で定理 4は

初期局面に必勝戦略を持っているプレイヤがミスをするこ

とにより, 最善手を指せば逆転できるような局面において,

そのような最善手を一意に発見することはできないことを

示している. また, 定理 3から容易に次の系を示すことが

できる.

系 1. 毎手番開始時に µオラクルが与えられる不完全情報

単貧民において, µ(G0) > µ(G1)のとき, P0は必勝戦略を持

つ. µ(G0) ≤ µ(G1) のとき, P1 は必勝戦略を持つ.

この系は毎手番開始時にオラクルを受け取ることで相手

プレイヤのゲーム中のミスにつけ込むことができることを

意味している.
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概要ロータールーターはモバイルエージェントによるグラフの永続探索を実現する自己安定アルゴリズム

である．すなわち，どのような初期状況から実行を開始しても，いずれモバイルエージェントはあるオイ

ラー閉路に沿った巡回を繰り返す．本稿は各ノードごとにエージェントが訪問したポート番号の順序を記

憶するようにロータールーターを拡張することによって，グラフの辺が削除された際に，新たなオイラー

閉路を再構築するまでの時間の改善する手法を提案し，その性能の評価を行う．

1 はじめに

モバイルエージェント（以下，エージェント）とは，ネットワーク中の計算機を移動しながら，自律的

に動作するソフトウェアである．グラフ探索問題（以下，探索問題）とは，エージェントシステムにおけ

る最も基本的な問題で，エージェントにネットワーク中の全てのノードとリンクを訪問させることである．

グラフ探索により，ネットワーク・トポロジの認識やネットワーク中でのデータ検索が可能である．また，

ノードやリンクの故障の検知が可能である．[1, 2, 3, 4, 5]
ロータールータは，有向グラフ上を移動するエージェントがグラフ探索を繰り返し行うためのアルゴリ

ズムである．ノード vの出次数を δ(v)とすると，ノード vに存在するエージェントは，vの外向辺をポート

番号 ρv : {0, 1,…, δ(v)− 1}で識別可能である. 各ノード vはエージェントが次に vを訪問したときに，vから

次ノードに移動するための辺のポート番号をノードの変数 πv（以降，ポインタとよぶ）で保持する. エー
ジェントがノード vに訪れると，ポインタ πv が指定する辺にエージェントを送り出す. その後，πv の値を

次のポート番号に変更する (πv ← (πv + 1) mod δ(v))．ロータールータでは，ある状況において，その後の
エージェントの移動経路は，エージェントの位置と各ノードのポインタの値によって一意に決定される．以

降では，エージェントの現在地と全ノードのポインタの値の組をグラフ状況と呼ぶ．あるグラフ状況にお

いて，その後のエージェントの移動経路がグラフのあるオイラー閉路の無限回の周回となるとき，グラフ

上にオイラー閉路が生成されたという．オイラー閉路とは，グラフ上のすべての辺を一度だけ通る閉路の

ことである．

任意の双方向有向グラフ上で，ロータールータは，探索開始から O(mD)回のエージェントの移動でオイ
ラー閉路が生成することが証明されている [6]. ここで，双方向グラフとは，有向辺 (u, v)がある場合に必ず
逆向きの有向辺 (v, u)が存在する有向グラフのことであり，mはグラフ中の有向辺の数，Dはグラフの直径

である．一度オイラー閉路が生成されると，エージェントは同じオイラー閉路に沿ってグラフ探索を繰り

返し行う. また，オイラー閉路が生成されている状況でグラフ上の 1組の隣接頂点 u, v間の有向辺 (u, v)お
よび (v, u)が削除された場合，その後の O(γm)回のエージェントの移動で新たなオイラー閉路が生成され
ることが証明されている [7]. ここで γは，辺の削除以前のグラフにおける，削除した辺を一度だけ通る閉
路の長さの最小値である．

本稿では，ロータールータを改良することによって，辺の削除からの復旧に要する時間を改善する手法

を提案する．提案手法は，各ノードがエージェントが訪れたポート番号の順序を記憶することによって，復

旧時間の短縮を実現する．

従来のロータールータと，本稿で提案するアルゴリズムとの比較を表 1に示す．提案アルゴリズムでは，
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表 1: 既存研究と提案手法の比較

既存研究 [1] 提案手法

任意の初期状況から正当な状況 O(mD) O(mD)

1辺削除から正当な状況まで O(γm) O(m)

複数辺削除から正当な状況まで O(mD) O(md)

エージェントのメモリ 0 O(1)

ノードの白板記憶領域 O(logδ(v)) O(δ(v)logδ(v))

根ノードの存在 なし あり

エージェントとノードの記憶容量を既存手法より多く使用することによって 1リンクの削除からの復旧時
間を O(γm)から O(m)に改善する．また，複数リンクの削除からの復旧時間を O(mD)から O(md)に改善
する．（dは複数辺削除後のグラフでの，閉路をノードと見立て、隣接する閉路は辺で結んだグラフの直径

を表す．）具体的には，既存手法ではエージェント記憶領域とノード記憶領域の空間計算量はそれぞれ 0，
O(logδ(v))であるが，提案手法ではそれぞれ O(1)，O(δ(v)logδ(v))となる．また，従来のロータールータと
は異なり，提案アルゴリズムは根ノードの存在を仮定している．

本稿の構成は以下の通りである．2節では，本稿で用いる用語の定義を行う．3節では，辺削除からの復
旧時間を改善したアルゴリズムを提案する．4節では，本稿の結果をまとめる．

2 諸定義

2.1 ネットワークモデル

任意の単純連結無向グラフG = (V, E)を考える. ここで V は n個のノードの集合であり, Eは m本の無向

辺の集合である.
双方向有向グラフ

−→
G = (V,

−→
E )は，Gの各辺を向きの異なる 2本の有向辺に置き換えることによって生成

されたグラフである．すなわち，
−→
E は弧の集合であり，

−→
E = {(u, v), (v, u) : {u, v} ∈ E}である．本稿では任意

の双方向有向グラフ
−→
G に対する単一エージェントによるグラフの探索を考える．

Gにおいて各ノード vに接続する無向辺の集合 {{u, v} ∈ E|u ∈ V}を Ivで表す．同様に，
−→
Gにおいて各ノー

ド vに接続する内向辺の集合 {(u, v)|(u, v) ∈ −→E }および外向辺の集合 {(v, u)|(v, u) ∈ −→E }をそれぞれ I−v および

I+v で表す．また，各ノードの次数 |Iv|を δ(v)で表す．ノード vにおいて I−v および I+v の各辺にはポート番

号と呼ばれる局所的なラベル p−v : I−v 7→ {1, 2, ..., δ(v)}および p+v : I+v 7→ {1, 2, ..., δ(v)}が割り当てられている．
異なる内向辺，外向辺は vにおいてそれぞれ異なるポート番号を持つ．また，同一の無向辺 {u, v}に対応す
る内向辺 (u, v)および外向辺 (v, u)はノード vにおいて同一のポート番号が割り当てられる．すなわち，任

意の {u, v} ∈ Eについて p−v ((u, v)) = p+v ((u, v))である．以下では，p−v ((u, v))(= p+v ((v, u)))を pv(u)と表す．

2.2 エージェントモデル

本稿では単一のエージェントによる任意の双方向有向グラフ
−→
G の永続探索（グラフ探索を繰り返し行う

こと）を考える．エージェントは有限状態機械である．エージェントは常にいずれかのノードに存在（つ

まり，エージェントが辺に存在する時点は考えない）し，ステップごとにグラフ上の辺をひとつ通って移

動する．また，各ノードは白板と呼ばれるメモリを保有する．アルゴリズムはエージェントの状態の集合，

白板の状態の集合，各ステップにおいてエージェントが行う動作を規定する．ステップ t(≥ 0)においてエー
ジェントが存在するノードを vt とする．各ステップ t(≥ 0)においてエージェントは，

• 現在のエージェントの状態
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• ノード vt の白板の内容

• ノード vt の次数 δ(vt)

• 前ステップにおいて vt に移動するために用いた辺の vt におけるポート番号 pin = pvt (vt−1)

を入力として，与えられたアルゴリズムに従って，以下の 4処理を実行する．

• エージェントの状態を更新する．

• ノード vt の白板を書き換える．

• 移動先ポート番号 pout ∈ {1, 2, ..., δ(vt)}を決定する．

• pout に対応する外向辺を経由して隣接ノードに移動する．

なお，最初のステップ（ステップ 0）における pinは，{1, 2, ..., δ(vt)}中の任意の値であるとする．また，本
稿では V 中にただひとつの根ノード rが存在することを仮定する．アルゴリズムは根 r以外の通常ノード

と根 rで，エージェントに異なる動作をさせることを可能とするために，根ノードと通常ノードの白板に

異なる状態空間を与えてもよい．

2.3 永続探索問題

グラフのノード数が nであるとき，各ノードを (v0, v1, ..., vn−1)と表す．グラフのステップ t における状

況 Cは，

• エージェントの状態 state

• 各ノードの白板の状態 (w0,w1, ...,wn−1)

• エージェントの位置 vt ∈ V（エージェントが存在するノード vt）

• vt への移動の際に用いた内向辺のポート番号 pin

の 4つで構成される．アルゴリズムが与えられると状況の集合は一意に決まる．アルゴリズム Aのすべて

の状況の集合を CA で表す．状況 C ∈ CA においてエージェントが 1ステップの動作を行うことでグラフの
状況が C′ に遷移するとき，C→ C′ と表す．初期状況 Co ∈ CA が与えられたときのアルゴリズム Aの実行

ξA(C0)を次式で定義される状況の無限系列とする．
ξA(C0) = C0,C1,C2, ..., s.t.∀i ≥ 0; Ci→ Ci+1

ξA(C)におけるエージェントの移動経路（位置の系列）がグラフ
−→
G 上のあるオイラー閉路の無限回の周

回となっているとき，状況 Cにおいてオイラー閉路が生成されているという．また，オイラー閉路が生成

されている状況のことを正当な状況と呼ぶ．

[定義 1]
下記を満たす状況の集合 C ⊆ CA が存在するとき，アルゴリズム Aは永続探索問題を解く自己安定アル

ゴリズムであるという．

• 任意の状況 C0 ∈ CAについてアルゴリズム Aの実行 ξA(C0) = C0,C1, ...が Cに属す状況を含む．すな
わち，ある i ≥ 0について Ci ∈ C

• 任意の状況 C ∈ Cにおいてオイラー閉路が生成されている．

[定義 2]
永続探索問題を解く自己安定アルゴリズム Aについて，任意の初期状態から開始する Aの実行が iステッ

プ以内に正当な状況に到達するならば，Aの収束時間は高々iであるという．
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2.4 1組の辺の削除からの復旧時間

本稿では，永続探索アルゴリズムの（任意の状況からの）収束時間に加え，正当な状況において任意の

1組の辺 (u, v), (v, u)を削除した際，再びオイラー閉路を生成するのに要する復旧時間を考える．
いま，グラフ

−→
Gから辺 (u, v)および (v, u)が削除して得られるグラフを

−→
G′とする．ただし，辺 (u, v), (v, u)

の削除によってグラフ
−→
G の連結性は失われないものとする．以降では，辺削除に伴うグラフの変化に

より，元の状況 C がどのように変化するかを定義する．辺の削除に伴い，ノード u および v において

ポート番号の再割り当ておよび白板の内容変更がアルゴリズムによって即座に行われる．ノード u, v の

ポート番号の再割り当てはそれぞれ全単射関数 αu : {1, 2, ..., δ(u)} \ {pu(v)} → {1, 2, ..., δ(u) − 1} および
αv : {1, 2, ..., δ(v)} \ {pv(u)} → {1, 2, ..., δ(v) − 1}によって行われるものとする．すなわち，ノード u(resp.v)の
各接続辺 (u,w), (w, u)(resp.(v,w′), (w′, v))に対し，グラフ

−→
G′ においてはラベル αu(pu(w))(resp.αv(pv(w′)))が

割り当てられるものとする．2.2節でアルゴリズムはエージェントの状態空間，白板の状態空間，各ステッ
プのエージェントの動作規則を与えるものと定義したが，アルゴリズムはさらに，グラフから辺 (u, v)およ
び (v, u)が削除されたときに，消失辺 (u, v), (v, u)および αu, αvの情報をもとにノード uおよびノード vの白

板の内容を書き換える規則を与えるものとする．

削除される1組の辺 (u, v), (v, u)およびαu, αv，アルゴリズムA，グラフの状況Cが与えられると，(u, v), (v, u)
を削除した結果生じる新たな状況 C′ が一意に決まる．このような C′ を Ru,v,αu,αv,A(C)と表す．アルゴリズ
ムの 1組の辺の削除からの復旧時間を以下で定義する．

[定義 3]
アルゴリズム A を，永続探索問題を解く任意の自己安定アルゴリズムとする．また，u, v をグラフ G

において隣接する任意の 2 ノードとし，αu, αv をそれぞれ辺 (u, v), (v, u) を削除したときのノード u, v に

おける任意のポート再割り当て関数 αu : {1, 2, ..., δ(u)} \ {pu(v)} → {1, 2, ..., δ(u) − 1}, αv : {1, 2, ..., δ(v)} \
{pv(u)} → {1, 2, ..., δ(v) − 1}とする．グラフGにおけるアルゴリズム Aの任意の正当な状況 Cについて，実

行 ξA(Ru,v,αu,αv,A(C)) = C0,C1, ...が iステップ以内に正当な状況に到達するとき，1組の辺削除に対するアル
ゴリズム Aの復旧時間は高々iステップであるという．

3 提案アルゴリズム

3.1 アルゴリズムの戦略

本節では辺削除に対して復旧時間を短縮した自己安定永続探索アルゴリズムを提案する．1節で述べた通
り，従来のロータルータアルゴリズムでは 1組の辺削除からのオイラー閉路の復旧に O(γm)ステップを要
する．ここで γは，辺の削除以前のグラフ上における，削除した辺を一度だけ通る閉路の最小値である．γ

は最悪時 O(D)となるので，従来手法の 1組の辺削除に対する復旧時間は最悪時 O(mD)となり，任意の初
期状況からの収束時間と漸近的に等しいステップ数を要することになる．従来手法が 1組の辺 (u, v), (v, u)
の削除から O(γm)ステップの復旧時間を要するのは，ノード u, vの近傍を中心にオイラー閉路を大幅に修

正することが起こり得るからである．提案アルゴリズムは，辺削除前の正当な状況で生成されていたオイ

ラー閉路を最大限活用することで O(m)ステップでの復旧を実現する．また，複数の辺が同時に削除された
場合，1組の辺の削除の場合のアルゴリズムを応用して復旧を行う．
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図 1: 復旧段階におけるエージェントの通過辺を段階的に表している

3.2 アルゴリズムの全体像

提案アルゴリズムは 6つのモードによって動作する．各モードの役割は以下である．

• normal・・・正当な状況．

• recover・・・復旧開始時のみ行うモード．

• search・・・結合点の検知．

• trace・・・復旧段階での未探索辺の通過．

• search′・・・結合点の検知（traceモードの後）．

• cleaning・・・初期化，自己安定．

各モードの詳細を説明する．recoverモードは，復旧開始時に行うモードである．復旧開始点から最初に

通過する辺を含む閉路を通過するモードである．復旧開始点に戻り，searchモードに遷移する．

searchモードは，結合点を発見するモードである．結合点とは，復旧開始から通過していない外向辺含

むノードのことである．結合点を発見すると，traceモードへ遷移する．

traceモードは，未通過の閉路に沿って移動するモードである．searchモードで発見した結合点から開始

し，閉路を 1周して結合点に戻る．その後，search′ モードに遷移する．

search′モードは，searchモードと同様に，結合点を発見するモードである．searchモードとの違いは結

合点を発見したかどうかである．searchモードは，後に説明するフェーズ間でまだ結合点を発見していな

いモードであることを示し，search′ モードは既に結合点を発見したモードであることを表す．

cleaningモードは，正当な状況にするモードである．具体的には，白板の初期化，オイラー閉路の確認

である．

正当な状況からの複数辺削除に対して，復旧時の各モードの動作について説明する．

図 1は復旧段階でのエージェントの通過手順を図示したものである．E1 から E5 は分割された閉路を簡

易的に表したものである．v0は復旧開始時のノード，v1から v5は 2つの閉路を通過するノードである．例
えば，v1は E1と E2が通過するノードである．図 1では，v1から v5以外では閉路は連結しないとする．図
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1では，線の状態によってエージェントの通過状況を表している．点線は未通過辺，細線は 1度通過辺，太
線は 2回以上通過した辺を表す．エージェントの移動は閉路を反時計回りに行う．
図 1の各グラフの状況について説明する．

(a)は復旧開始時である．エージェントは復旧開始点 v0 に存在し，これから閉路 E1 に沿って移動を行う．

ここでフェーズを定義する．フェーズとは，復旧開始点を基準とした時間の区切りである．フェーズは復

旧開始点 v0 から開始し，閉路 E1 に含まれる辺をすべて通過し，v0 に戻ってきたときにフェーズを終了す

る．復旧開始時はフェーズ 0の開始とする．
(b)はフェーズ 0の最後である．フェーズ 0中は常に recoverモードであり，フェーズ 0で通過した辺は E0

のみである．searchモードに遷移し，フェーズ 1が開始する．
(c)はフェーズ 1の searchモードで結合点 v2 を発見した時の状況である．ここから traceモードに遷移し，
E3 の辺を移動する．E3 を全辺移動後は，search’モードに遷移し，v2 から E1 に戻る．

(d)はフェーズ 1が終わり，v0に来たところである．フェーズ 1では，フェーズ 0で通過した E1に加えて，

E1 に隣接する E2 と E3 を通過した．search’モードから searchモードに遷移し，フェーズ 2が開始する．
(e)はフェーズ 2で初めて結合点 v4 を発見し，searchモードから traceモードに遷移する状況である．
(f)はフェーズ 2を終えた時である．フェーズ 2では，E1, E2, E3, E4を通過し，E4はフェーズ 2で初めて通
過した．search’モードから searchモードに遷移し，フェーズ 3が開始する．以上が図 1における復旧の手
順である．

3.3 エージェントの保持する変数

エージェントはモードを表す変数 mode ∈ {normal, recover, trace, search, search′, cleaning}を持つ．また，
オイラー閉路復旧時に，通過した辺を識別するために，f_check ∈ {1, 2, 3}を持つ．

3.4 白板の保持する変数

各ノード sの白板は，5つの変数 s.in, s.out, s.check, s.d, s.rを保持する．変数 s.in, s.outは，それぞれ

δ(s)個の相違なるポート番号の並びである．
s.inは，ノード sの内向辺について，その最新の訪問時刻が最も古いものから順に δ(s)個のポートを並

べたものである．s.inの i番目の要素を s.ini−1 で表す．すなわち，s.in = s.in0, s.in1, ..., s.inδ(s)−1 である．

s.in0は，ノード sの内向辺のなかで最も長い間エージェントの移動に利用されなかった内向辺のポート番

号である．

s.outは，ノード sの外向辺について，その最新の訪問時刻が最も古いものから順に δ(s)個のポートを並
べたものである．s.outの i番目の要素を s.outi−1 で表す．すなわち，s.out = s.out0, s.out1, ..., s.outδ(s)−1

である．s.out0 は，ノード sの外向辺のなかで最も長い間エージェントの移動に利用されなかった外向辺

のポート番号である．

s.in, s.outはそれぞれ，各要素の値がすべて異なる．つまり，∀i, j ∈ {0, .., δ(s)−1}(i , j), s.ini , s.in j, s.outi ,

s.out j となる．

s.checkは δ(s)個の要素を持つ配列で，各要素は 0から 7のいずれかの値を持つ．s.checkの δ(s)個の要
素を s.check0,…, s.checkδ(s)−1 で表し，s.checkk は，ノード sにおけるポート番号 kに対応する外向辺を

復旧段階で 1度でも移動したことを記録する（復旧段階とは，mode ∈ {recover, trace, search, search′}の時で
ある）．また，結合点での，e2 から e1 への移行の際の目印の役割も担う．

s.dはノード sが削除された辺に接続するノードかどうかを示す（s.d ∈ {0, 1}）．通常，s.d = 0である．辺
(u, v), (v, u)が削除されると，辺消失点 u, vにおいてそれぞれ u.d, v.dの値が 1に変更される．

s.rはノード sが根ノードかどうかを示す（s.r ∈ {0, 1}）．2節で定義した通り，根ノードは有向グラフ中
でただひとつ存在するノードである．s.r = 1のとき，ノード sは根ノードであることを，s.r = 0のとき，
sは根ノードでないことを示す．s.rの値は固定である．すなわち，アルゴリズムの実行中，s.rの値が変化

することはない．
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3.5 提案アルゴリズムの詳細

Algorithm1は提案アルゴリズムのメイン関数の疑似コードを示す．Algorithm1はエージェントがノード
sに移動したときに実行される．pin は，ノード sに入ってきたポート番号を表す．Algorithm1の行番号ご
とに，主な動作について以下に示す．

• 1-4行目・・・異常検知．

• 5,6行目・・・諸定義．

• 7-9行目・・・削除を検知，復旧開始（recoverモードへ遷移）．

• 10-12行目・・・traceモードの終了．

• 13-21行目・・・現在のフェーズの終了,復旧終了か判定．

• 22-26行目・・・結合点の発見、traceモードへ遷移．

• 27-29行目・・・通過した辺を記録する．

• 30-46行目・・・cleaningモードの動作を行う．

• 47-49行目・・・白板の書き換え，別のノードに移動する．

Algorithm1の各動作について以下に詳しく述べる．
1-4行目では，不整合が発生した場合に cleaningモードに移行する．不整合は初期状況が正当な状況でな

い場合に発生する．

5行目で，kを定義する．kは他のノードからノード sに来た時に通過した内向辺のポート番号と同じ値

となる s.ink の事である．正当な状況の場合，k = 0となることが保証される．
6行目で，pと定義する．pは sの白板において pin に対応している外向辺のポート番号である．

7-9行目では，辺の削除を初めて検知した場合，normalモードから recoverモードに移行する．エージェ

ントが辺の削除を検知するのは，s.d = 1，つまり辺消失点にエージェントが来たときである．recoverモー

ドに移行することでオイラー閉路の復旧を開始する．

10-12行目で、traceモードから search′モードに遷移する．s.checkpが 4以上であるのは traceモードに
遷移したときに立てたフラグ（24行目）を表す．12行目でフラグを回収する．

13-21行目は、開始ノード v0 に戻ってきた時の動作を行う．v0 に戻ってきたことをエージェントが識別

するために，次に通過する外向辺に対応する checkの値である s.checkp の値と f_checkの値を比較して
いる．f_checkは通過した辺に対応する s.checkに代入する値を表している．s.checkp = f_checkとなる
のは v0 を基準として 1周し v0 に戻ってきたときになる．1周すると f_checkの値を変更する．
エージェントの現在のモードによって遷移先が 2通りに分岐する．
recover モードまたは search′ モードのとき，オイラー閉路が生成されていないため，1周する．search

モードに移行し，f_checkの値を変更する．
searchモードのとき，オイラー閉路は生成されたので，復旧段階を終了する．cleaningモードに移行する．

22-26行目で，エージェントが結合点を発見した場合の動作を行う．結合点は searchモードまたは search′

モードの時に，s.checks.out0 = 0であるノードが結合点である．白板の外向辺の先頭の要素が復旧段階にお
いて未通過辺であることを確認し，その外向辺を通過している．結合点を発見したエージェントは，trace

モードに移行する．24行目で s.checkpにフラグを立てておくことで，本来次に通過する辺を白板に記憶し

ておく．traceモードへ移行時，s.in1 と s.ink を入れ替える．この処理により，辺削除により分断された 2
つの閉路が結合される．

27-29行目では，復旧段階での共通の動作を行う．4モードでは，pinの値によってエージェントの次の移

動先を決定する．具体的には，(s.in1, s.out1)を (s.ink, s.outk)と入れ替え，s.out1 に対応する外向辺を移

動することとする．この移動方法は，sが管理する移動履歴 s.inおよび s.outにおいて，sに移動してきた
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Algorithm 1提案アルゴリズム（ノード sでの動作）
Main routine:

1: if (mode = normal ∧ (s.in0 , pin ∨ s.checks.out0 , 0)) or (mode = recover ∧ s.checkp ∈ {2, 3, 4, 5, 6})
or (mode = trace ∧ s.checkp ∈ {1, 2, 3})
or (mode ∈ {search, search′} ∧ (s.checkp ∈ {0, (f_check mod 3) + 1, 4, 5, 6})
or (s.checks.out0 = (f_check mod 3) + 1)) then

2: f_check← 1
3: end if

4: Let k be the interger such that s.ink = pin.
5: Let p be the interger such that p = s.outk.
6: if mode = normal and s.d = 1 then
7: mode← recover
8: f_check← 1
9: else if mode = trace and s.checkp ≥ 4 then

10: mode← search′

11: s.checkp ← s.checkp − 3
12: else if mode ∈ {recover, search, search′} and s.checkp = f_check then
13: if mode ∈ {recover, search′} then
14: mode← search
15: f_check← (f_check mod 3) + 1
16: else if mode = search then
17: mode← cleaning
18: f_check← 1
19: end if
20: end if
21: if mode ∈ {search, search′} and s.checks.out0 = 0 then
22: mode← trace
23: s.checkp ← s.checkp + 3
24: s.ink ↔ s.in0

25: s.checks.out0 ← f_check
26: else if mode ∈ {recover, search, search′, trace} then
27: (s.ink, s.outk)↔ (s.in0, s.out0)
28: s.checks.out0 ← f_check
29: else if mode = cleaning then
30: s.checkq ← 0 for all q = 0, 1, . . . , δ(s) − 1
31: s.d← 0
32: if s.ink , s.in0 then
33: if f_check = 3 then
34: f_check← 2
35: end if
36: s.ink ↔ s.in0

37: end if
38: if s.r = 1 and s.out0 = 0 then
39: if f_check ∈ {1, 2} then
40: f_check← f_check + 1
41: else if f_check = 3 then
42: mode← normal
43: end if
44: end if
45: end if

46: pout ← s.out0

47: Rotate()
48: Move throuth port pout
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際に用いた内向辺に対応する外向辺を用いて移動することを意味する．したがって，この移動方法によっ

て，エージェントは辺削除により分断された閉路に沿って巡回することができる．

30-45行目では，cleaningモードでの動作を行う．cleaningモードでは 2つの役割が存在する．
1つ目は，オイラー閉路の再構築のために用いた白板の変数の値を初期化することである．具体的には

31,32行目でノードの白板の変数 s.checkと dの値を 0にしている．
2つ目は，初期状況でオイラー閉路が形成されていない場合，もしくは切断以外の何かしらの理由によっ
てオイラー閉路が崩れた場合に，オイラー閉路を復旧することである．

33-45行目では，オイラー閉路が生成されたかを確認する．根ノード rのポート番号 0に対応する外向辺
を移動してから，ノード s他の外向辺をすべて通過し，再びポート番号 0の外向辺を通過しようとする間
の経路がオイラー閉路であるか確認している．オイラー閉路が生成されていることをどのようにして確認

しているか説明する．根ノードのポート番号 0の外向辺を基準として 1周する間に，白板の対応の入れ替
えが発生したかを見る．具体的には，33行目の s.ink , s.in0 で白板の書き換えを確認している．s.ink と

s.in0 が異なる場合，f_checkの値を変更することで白板の書き換えが発生したことを記憶する．その後，
白板の書き換えを行う（37行目）．白板の書き換えが発生した場合，前回の 1周で通過した経路とは異な
る経路を通過しているため，オイラー閉路ではないとわかる．

39-45行目で，オイラー閉路が生成されたかのチェックを行う．f_check = 3ならば，オイラー閉路が生
成され，normalモードへと遷移できる．

47-49行目で白板の変数を書き換えてエージェントが移動を行う．46行目でエージェントが次に移動す
る外向辺のポート番号を pout に記憶しておく．その後，関数 Rotate()によって，ノード sの白板の内容を

書き換える．関数 Rotate()は s.in1 と s.out1 をキューの後ろに回すことで通過した順にポート番号を保持

する．詳しくは Algorithm2に示す．その後，pout のポート番号が示す外向辺を通過してエージェントが移

動する．

Algorithm 2提案アルゴリズム
Rotate():

1: (s.in1, s.in2, ..., s.inδ(s))← (s.in2, s.in3, ..., s.inδ(s), s.in1)
2: (s.out1, s.out2, ..., s.outδ(s))← (s.out2, s.out3, ..., s.outδ(s), s.out1)

3.6 削除された辺に接続するノード（辺消失点）の処理

辺消失点の処理アルゴリズムを Algorithm3に示す．ノード uに接続した辺 (u, v)が削除された場合を考
える．ポート番号の再割り当てが必要であり，ポート再割り当て関数 αu を用いて u.in, u.outの値を変更

する．

Algorithm 3提案アルゴリズム（辺削除発生時）
1: Delete pu(v) from u.in, u.out and u.check

2: for i = 1, 2, ..., δ(u) − 1 do
3: u.ini ← αu(u.ini)
4: u.outi ← αu(u.outi)
5: end for
6: u.d← 1

辺の削除によって，ノード uに接続されている内向辺と外向辺の本数はどちらも 1減る．そのため，最
初に，u.in, u.out, u.checkから，辺 (u, v)を削除する．
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4 まとめ

本稿では双方向有向グラフにおいてグラフ探索を実現するロータールータについて，1辺、または複数
辺の削除からのオイラー閉路の復旧までの時間を，O(γm)から改善する方法を示した. 一方，このために，
エージェントおよびノードが要する記憶容量が増加している．

今後の課題は，根ノードが存在しない状況での同様の改善を考えたい．
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概 要
Programmable matterとは,複数の小さな自己組織化ロボットが互いに連携し,全体として機能を発揮する機械であり,

近年注目を浴び,幅広く研究されている.自律分散ロボットシステムは低機能で移動可能な複数の端末によって構成さ
れるシステムであり,Programmable matterのモデルのひとつとして捉えることができる.本論文では,Programmable

matterの一つであるペアロボットモデルに着目する.ペアロボットシステムモデルとは,予め決められた 2台の自律
分散移動ロボットが一つのペアとなって,二次元離散平面上で協調して動作するモデルである. 本論文では,ペアロ
ボットモデルにおいて座標系に関して 1軸の向きと方向を共通知識とするモデル上で,正三角形を形成しているペア
ロボット群を一直線上に整列させる問題を解くアルゴリズムを提案する.

1 はじめに

Programmable matter[1]～[4]とは,複数の小さな自己
組織化ロボットが互いに連携し,全体として機能を発揮
する機械のことで,ロボティクス,計算機科学など多くの
分野で理論的あるいは実践的な研究が行われれている.

その応用は広く,ナノロボットによる外科治療や自由に
変形可能な移動ロボットの実現など,さまざまな分野で
その成果が期待されている.計算機科学分野に注目する
と,Programmable matterを,計算能力を有する低機能端
末 (ロボット）によって構成されるシステムとしてモデ
ル化し,それに関する理論を中心とした研究が活発に行
われている.特にシステムモデルの違いによる問題解決
能力の解明や問題解決手法（アルゴリズム) の開発が主
な目的となっている.

自律分散ロボットシステムは Programmable matter

のモデルのひとつとして捉えることができる.自律分散
ロボットシステムとは,低機能で移動可能な複数の端末
によって構成されるシステムである.自律分散ロボット
は,自律的に動作するロボットであり,これらのロボット
の集合を自律分散ロボット群と言う.これらのロボット
が協調的に動作することで全体として一つの目標を達成
する.ロボットの機能やシステム全体の仮定の違いによっ
てさまざまなモデルが考えられるが,モデルと問題の可
解性の関係を明らかにすることが研究者の興味の一つで
ある.近年,この自律分散ロボット群の理論的研究が盛ん
に行われており,深海や宇宙など人間が直接管理するこ
とが難しいような環境において,人間による管理の必要
がない自律分散ロボット群の利用が期待されている.自
律分散ロボットは識別子を持たず,外見上も区別できず,

ロボット同士が直接通信を行うことはなく,過去の情報
を記憶することはできない.各ロボットは他のロボット

の位置を観測 (Look)し,観測結果を入力にアルゴリズム
に従って行き先を計算 (Compute)し,その行き先に移動
(Move)するというシンプルなサイクルを繰り返し問題
を解く.

本研究で扱うペアロボットシステムモデルも Pro-

grammable matter のひとつである. ペアロボットシス
テムモデルは自律分散移動ロボットシステムのひとつと
して捉えられ,二次元格子や三角格子など離散空間上の
モデルであり,システムを構成するロボットは通常の自
律分散移動ロボットシステムと基本的に同様である.具
体的には識別子や通信機能を持たず,重複検知機能を有
する. また,2台で 1つの組を構成しており,互いに自分
のペアがどのロボットか認識できる.また,同一点に 2台
までロボットの存在を許可している.ペア同士は同一点
上または隣接点上のどちらかに存在し,同一点上に存在
するときはそれぞれのロボットは Short状態,隣接点上
に存在するときは Long 状態をとり,各ロボットはこの
2状態間を交互に遷移することで全体として目的を達成
する. 本研究ではこのペアロボットシステムモデルにお
いて,座標系に関して 1軸の向きと方向を共通知識とし,

視野が距離 1であり,完全同期及び半同期スケジューラ
の下で動作するモデル上で正三角形を形成しているペア
ロボット群を一直線上に整列させる問題を解くアルゴリ
ズムを提案する.

2 関連研究
自律分散ロボット群の制御に関する理論的研究にお
いては,ロボットモデルと問題の可解性の関係を明らか
にすることが研究者の興味の一つである.Prencipe[5] に
よってロボットが座標系に関して共通の知識を持たない
連続平面において,追加の能力を一切仮定しない場合に,



図 1 二次元三角格子座標系 T

非同期および半同期で動作する 2 台以上のロボットの
一点集合問題 (任意の位置に配置されたロボットがある
一点に集合する問題)を解くアルゴリズムは存在しない
ことが証明されている.Flocchiniら [6]によって,ロボッ
トが座標系について合意があると仮定し,制限された視
界 (limitedvisibility)でのロボットの一点集合問題が解
かれている. 連続平面ではなく離散平面についてもロ
ボットの一点集合問題は研究されている.Kiasingら [7]

や Angeloら [8]によって,グラフ構造や格子上のロボッ
トの一点集合問題に関して研究されている.Cieliebakら
[9]は,格子サイズがm × nの格子上のロボットの一点
集合問題について,mと nが偶数あるいは奇数のときの
組み合わせそれぞれに関する可解性を示した.

山田ら [10]によるペアロボットシステムモデルは,各
ロボットはロボットの総数を知らず共通の座標系を持た
ないが,単位距離と 1軸の方向と向き,右回りを知ってい
るとし,各ロボットの視野範囲は隣接頂点のみとしてい
る.このようなモデル上のロボットで完全同期または半
同期スケジューラの下で実行される,一直線上に連続的
に配置されたペアロボットの集合がその直線上を切断さ
れる事なく行進するアルゴリズムや行進中の進行方向に
障害物があった場合にその障害物を被覆するアルゴリズ
ムが提案されている.

3 モデル
3.1 座標系
すべての自律分散ロボットは二次元三角格子座標系 T
上に存在する.(図 1) Tは F = {(X + 1

2Y,
√
3
2 Y )|X,Y ∈

Z}で定義された点の集合であり,Fに対応する頂点の集
合 G = {(X,Y )|X,Y ∈ Z}を持つ. Tの原点を G上の
点 (X = 0, Y = 0)とする. Gにおける任意の Y に対
して,(0, Y )で表される点すべてを含む直線を Y 軸の方
向とし (0, Y )から (0, Y + 1)への方向を Y 軸の正の向
き,(0, Y )から (0, Y −1)への方向を Y 軸の負の向きとす

る. 同様に任意のXに対しても,(X, 0)から (X+1, 0)へ
の方向をX軸の正の向き,(X, 0)から (X−1, 0)への方向
をX 軸の負の向きと定義する.また,(0, Y )と (0, Y + 1)

の距離を Tの単位長さ 1として定義する.

この時G上の任意の 2点 u = (uX , uY ), v = (vX , vY )

間の距離 dist(u, v)を次のように定める.

dist(u, v) =
|uX − vX |+ |uY − vY |

((uX − vX)(vY − uY ) ≥ 0)

|uX − vX |+ |uY − vY | −min(|uX − vX |, |uY − vY |)
((uX − vX)(vY − uY ) < 0)

3.2 スケジューラ
以下,多くの研究で一般に用いられている標準的なロ
ボットの実行モデルについて説明する. 各ロボットの動
作は次に説明する 4つの状態,Wait,Look,Compute,Move

のうち後者の 3つの状態を 1サイクルとして繰り返し実
行する.Waitは任意の時刻に挿入可能な状態である.

1. Wait: ロボットは待機状態.ロボットは無制限に待
機することはできない. 開始時点ではすべてのロボッ
トがWait状態である.

2. Look: ロボットは視野範囲内の他のロボットの位置
座標を得る.

3. Compute: ロボットはアルゴリズムに従って行き
先を計算する. ロボットは無記憶であるため,アルゴ
リズムの入力は直前の Lookで得た情報のみである.

4. Move: Compute状態において計算した行き先に向
かって移動する.

また, 各ロボットに Look,Compute,Moveで構成され
る実行サイクルを,スケジューラから指示されたタイミ
ングで実行すると仮定する.スケジューラは,その同期の
程度によって次の 3つのモデルが定義される.(図 2)
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図 2 ロボットの 3つの実行モデルの例

• 完全同期 (fully-synchronous, FSYNC):すべての
ロボットが完全に同期した時計を用いてアルゴリズム
を実行できると仮定する.すなわち, すべてのロボッ
トは同じ時刻にアルゴリズムを開始し,その後,同じ
時刻に, Look,Compute,Moveをそれぞれ実行する.

• 半同期 (semi-synchronous, SSYNC):FSYNCに
おいて, サイクルを実行しないロボットの存在を許す
モデルである.ただし,すべてのロボットは無限回サ
イクルを実行すると仮定する.

• 非同期 (asynchronous, ASYNC):ロボットの実行
に関する仮定を一切置かないモデルである.各ロボッ
トのサイクルの開始時刻や Look,Compute,Moveに
かかる時間の上限も与えられない.そのため,ロボッ
トが移動中に他のロボットに観測されることもある.

これらの 3 つの同期モデルに関して,SSYNC は
FSYNCの実行を含み,ASYNCは SSYNC, FSYNCの実
行を含む.つまり,ASYNCで,ある問題を解くアルゴリズ
ムが存在する場合,そのアルゴリズムは SSYNC,FSYNC

のロボットに対しても,その問題を正しく解くアルゴリ
ズムである.SSYNCと FSYNCのモデル関係も同様であ
る. 本研究では完全同期及び半同期で動作するとする.

3.3 ペアロボットモデル
n台のロボットの集合RをR = {r0, r1, · · · rn−1}とす
る. 各ロボットは独自の三角格子座標系を持ち,Tを知ら
ないとする.ただし,TのX 軸の方向と向き,及び単位距
離にのみ合意を持つとする. また,各ロボットの座標系
における原点は自身の頂点座標とする. ペアロボットシ
ステムモデルにおけるペアロボットは,ロボット 2台で 1

組の構成をしており,1台のロボットが 2組以上のペアに
属することはなく,したがってシステムを構成するロボッ
トの台数は偶数でペア数はロボットの台数の半分となる.

さらに,ペアロボットシステムモデルでは同一点に 2台
までロボットが存在することが許される.ただし,同一点
上に存在する 2台のロボットが必ずしもペアである必要
はない. また,同じペアに属するロボットは互いに自分の

ペアがどのロボットか認識でき,互いに単位距離より大
きく離れることはできない.つまりペアを構成する 2台
のロボットは,同一点あるいは隣接する 2頂点のみに存
在可能であり,Moveによる移動先は自身の隣接点のうち
の 1点となる. したがって,同一のペアに属するロボット
ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n− 1)と rj(∈ R, 0 ≤ i ≤ n− 1, ri ̸= rj)

の位置関係によって,ri及び rj の状態 ri.s, rj.sを以下の
ように定める.(図 3)

Short : dist(ri, rj) = 0

Long : dist(ri, rj) = 1

(a)Short状態 (b)Long状態
図 3 ペアロボットの状態

そして,ペアが Shortのとき,その点上における 2台
のロボットの対称性を崩すことができない. つまり,2台
のロボットの片方のみを移動させなければならないが 2

台のロボットが全く同じ情報を持つため,片方のみを動
かすということができない. そのため,各ロボットに対
し highまたは lowの識別子 ri.id を定数として与え,各
ペアロボットでそれぞれ異なる識別子でペアを組むこと
とする. これにより Short状態のときは,highの識別子
のロボットのみを移動させることができる.

G上の任意の点を v = (vX , vY )としたとき,ロボット
ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n− 1)の視野範囲N(ri)を以下のように
定める.

N(ri) = {(vX , vY )|dist(ri, v) ≤ 1}
ロボットは視野範囲内の点に関して弱重複検知機能を
有する. つまり,視野範囲内の各点に存在するロボットの
台数が 0台か 1台かそれ以上の台数かが区別できるもの
とする. また,ロボット ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n−1)の視野範囲
内の点にラベルを付ける. ロボット自身の存在する点に

3



は ri.0のラベルを付ける. それ以外の点に関してはX軸
正の向きに存在する点から順に右回りに {ri.l|l ∈ [1, 6]}
と付けるものとする.(図 4)

図 4 各ロボットにおける視野範囲のラベル付け

3.4 三角形直線化問題

本研究ではペアロボットシステムモデルにおいて,

正三角形を形成しているペアロボット群を一直線に
整列させる問題を扱う. ロボットの集合を R =

{r0, r1, · · · , rn−1} とする. ロボット ri(∈ R) の任意の
時刻 t = {0, 1, 2, · · · }での座標を (ri.X(t), ri.Y (t))とし,

集合 C(t) = {(ri.X(t), ri.Y (t))|0 ≤ i ≤ n − 1}を時刻 t

におけるG上の Rの配置状況とする. また,ペアロボッ
トの集合を P = {pk = (r2k, r2k+1)|r2k, r2k+1 ∈ R, 0 ≤
k ≤ n

2 −1}とする. TのX軸上に 1辺を持つ正三角形 T

の辺上及び内部の頂点の集合を S = {s1, s2, · · · , sl}と
し,si(∈ S, 1 ≤ i ≤ l)の座標を (si.X , si.Y )とする.ただ
し,lは T のX 軸上の辺に含まれる頂点数 Lに対して以
下の式を満たす離散値である.

l =

L∑
i=1

i　

このとき,ロボットの台数 n = 2lとする.

本問題の初期状況Cinitを Sのすべての点に Short状
態のペアロボットが存在する状況とする.(図 5)

図 5 初期状況の例

そして,目的状況 Cgoal を以下のように定める.(図 6)

1. ∀ri, ri.Y (goal) = 0

2. 任意のロボット間のすべての頂点上にロボットが存在

する

図 6 目的状況の例

このとき本問題を以下のように定める.

定義 1. 与えられたCinitを初期状況とし,有限時間内に
Cgoal を満たす状況に到達させる問題を三角形直線化問
題という.

4 提案アルゴリズム
本章では,3章で紹介したモデルの基で,三角形直線化
問題を解くアルゴリズムを提案する. 本研究では，アル
ゴリズムの実行を以下の形式 (ガード付きアクション)で
表す.

< label >::< guard >→< action >

各アクションはラベル付けされており,各アクションの
ガード< guard >は Lookの結果からなる論理式で表さ
れる.ロボットはガードが真の場合のみ命令文< action >

を実行する.

4.1 アルゴリズムの基本戦略
最初に,三角形直線化のための基本戦略を述べる.提案
アルゴリズムでは与えられた三角形の底辺 (TのX 軸上
の辺)以外のロボットを底辺を含む直線上 (TのX軸上)

に移動させることを考える.まず,与えられた三角形の辺
の内,底辺ではない 1辺M 上に存在するロボットを底辺
の延長線上に配置する.この際,M にも底辺にも属する
ロボットは底辺の延長線上を移動し,底辺に属せずにM

にのみ属するロボットはM 上を底辺の存在する方に向
かって移動していく.これによりM 上のロボットはいづ
れすべて底辺の延長線上に到達する.この時,M 上に存
在したロボットを除くとM より辺の長さが 1だけ小さ
い正三角形が新たに出現する.その正三角形に対して先
ほどと同じ操作を行う.正三角形ができなくなるまでこ
れを繰り返すことで問題の解決を図った.(図 7)

図 7 アルゴリズムの基本戦略
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4.2 完全同期アルゴリズム

4.2.1 完全同期アルゴリズム

完全同期スケジューラの下で三角形直線化問題を解く
アルゴリズムを Algorithm1に示す.

Algorithm 1 ロボット ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n − 1)上の完
全同期スケジューラの下での三角形直線化問題を解くア
ルゴリズム
1: Predicates:

2: Occupy(ri.l|l ∈ [0, 6]) ≡
0 : ri.l上に存在するロボットが 0台

1 : ri.l上に存在するロボットが 1台

2 : ri.l上に存在するロボットが 2台以上
3: Actions:

4: Rule1(F) :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧
Occupy(ri.2) = Occupy(ri.6) = 0 −→ riは ri.1 に
移動

5: Rule2(F)-1 :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧
Occupy(ri.1) = 0 ∧ Occupy(ri.2) = 1 −→ riは ri.2
に移動

6: Rule2(F)-2 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.2) = 1 ∧
Occupy(ri.5) = 2 ∧ Occupy(ri.1) = Occupy(ri.6) =

0 −→ riは ri.2 に移動
7: Rule3(F)-1 :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧

Occupy(ri.1) = 0 ∧ Occupy(ri.6) = 1 −→ riは ri.6
に移動

8: Rule3(F)-2 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.6) = 1 ∧
Occupy(ri.3) = 2 ∧ Occupy(ri.1) = Occupy(ri.2) =

0 −→ riは ri.6 に移動
9: Rule4(F) :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.5) = 0 ∧

Occupy(ri.2) = 1 −→ riは ri.2 に移動
10: Rule5(F) :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.3) = 0 ∧

Occupy(ri.6) = 1 −→ riは ri.6 に移動
11: Rule6(F)-1 :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧

Occupy(ri.1) = 1 ∧ Occupy(ri.2) = Occupy(ri.6) =

0 −→ riは ri.1 に移動
12: Rule6(F)-2 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.1) = 1 ∧

Occupy(ri.4) = 2 ∧ Occupy(ri.3) = Occupy(ri.5) =

0 −→ riは ri.1 に移動
13: Rule6(F)-3 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.1) = 1 ∧

Occupy(ri.3) = 2 ∧ Occupy(ri.2) = 0 −→ riは ri.1
に移動

14: Rule6(F)-4 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.1) = 1 ∧
Occupy(ri.5) = 2 ∧ Occupy(ri.6) = 0 −→ riは ri.1
に移動

Algorithm1の各ルールについてそれぞれ図 8に示す.

図 8ではルールを実行するロボットを ri(∈ R, 0 ≤ i ≤
n－ 1)とし, 各ルールにおける実行前と実行後の ri及び
ri に観測されるロボットの配置状況を示している.黒丸
でルールを実行するペアロボットを示し,灰色の丸で観
測されたほかのペアロボットを示す.また,バツ印はその
点にロボットが存在しないことを示している.すべての

ルールにおいて図の右方向をX 軸正の向きとしている.

Rule1(F)では,ロボット riが Short状態で highの識
別子を持ち,ri.1,ri.2,ri.6にロボットが存在しない場合,ri.1
に移動しLong状態に遷移する. Rule2(F)-1では,ロボッ
ト riが Short状態で highの識別子を持ち,ri.1にロボッ
トが存在せず,ri.2に 1台のみロボットが存在する場合,ri.2
に移動しLong状態に遷移する. Rule2(F)-2では,ロボッ
ト riが Long状態で,ri.1, ri.6にロボットが存在せず,ri.2
に 1台,ri.5に 2台のロボットが存在する場合,ri.2に移動
し Short状態に遷移する. その他のルールに関しても同
様に周囲の点を観測し,決められた移動先へ移動する.

4.2.2 完全同期アルゴリズムの証明
ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n － 1) の X 座標と Y 座標をそれ
ぞれ ri.X , ri.Y と表す. 初期状態において ∃ri(∈ R, 0 ≤
i ≤ n － 1, ri.id = high, ri.Y = 0),∀rj(∈ R, 0 ≤ j ≤
n－ 1, ri ̸= rj), ri.X ≥ rj.X を満たす riを rH とする.す
なわち,初期状況においてX 軸上に存在し highの識別
子を持ち最もX 座標の大きいロボットを rH とする.初
期状況においてロボットの数は有限個なので rH は唯一
に決まる. 初期状況の内,∀ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n－ 1, ri.Y ≥
0)のときを IA,∀ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n－ 1, ri.Y ≥ 0)のと
きを IBと定義する.初期状況が IAのとき,∃ri(∈ R, 0 ≤
i ≤ n－ 1, ri.Y = 1),∀rj(∈ R, 0 ≤ j ≤ n－ 1, rj.Y =

1), ri.X ≥ rj.Xを満たすロボットを rmax とする (2台存
在するときは highの識別子を持つロボットとする).初
期状況が IB のとき ,∃ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n － 1, ri.Y =

－ 1),∀rj(≤ R, 0 ≤ j ≤ n－ 1, rj.Y =－ 1), ri.X ≥ rj.X
を満たすロボットを rmax とする (2 台存在するときは
highの識別子を持つロボットとする).すなわち,初期状
況が IA のときは直線 Y = 1上の最も X 座標の大きい
ロボットを,IB のときは直線 Y = － 1上の最も X座標
の大きいロボットを rmax とする.ただし,2台存在する
場合は highの識別子を持つロボットを rmaxとする.初
期状況においてロボットの数は有限個なので rmaxは唯
一に決まる.

補題 1 すべてのルールにおいて移動方向にロボット
の集合が切断されることはない.

証明 Rule1(F),Rule2(F)-1,Rule3(F)-1,Rule6(F)-1は
ShortからLongへペアロボットが状態を変化させるルー
ルである.もともと存在していた点にどちらかのペアが
ルール実行後も残るため,ロボットの集合が切断される
ような移動は起こらない. Rule2(F)-2では,ルール実行
前に ri.5 に存在するロボットが Rule2(F)-1の適用条件
を満たしているため,ri が ri.2 に移動するのと同時に他
のロボットがルール実行前に ri が存在していた点に移
動する.したがってこのルールによる移動方向のロボッ
トの切断は起こらない. Rule3(F)-2では,ルール実行前
に ri.3 に存在するロボットが Rule3(F)-1の適用条件を
満たしているため,ri が ri.6 に移動するのと同時に他の
ロボットがルール実行前に riが存在していた点に移動す
る.したがってこのルールによる移動方向のロボットの切
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図 8 完全同期アルゴリズムのルール

断は起こらない. Rule4(F),5(F)では,ルール実行前にお
いて,riの隣接頂点の内.移動方向の点に他のペアロボッ
トが存在しないのは明らかである.したがってこれらの
ルールの実行によってロボットの移動方向の切断が起こ
ることはない. Rule6(F)-2,Rule6(F)-3,Rule6(F)-4では
それぞれ ri.4 に存在するロボットが Rule6(F)-1の適用
条件を,ri.3 に存在するロボットが Rule3(F)-1の適用条
件を,ri.5 に存在するロボットが Rule2(F)-1の適用条件
を満たしているため,,ri が ri.1 に移動するのと同時に他
のロボットがルール実行前に riが存在していた点に移動
する.したがってこれらのルールによる移動方向のロボッ
トの切断は起こらない. 以上より, すべてのルールにお
いて移動方向にロボットの集合が切断されることはない.

補題 2 rmaxは有限時間内にX 軸に移動し rmaxでな
くなる.また,一度 X 軸上の点に移動したロボットは二
度とX 軸の外には出られない.

証明 補題 1より IA のときは rmax.2 に,IB のときは
rmax.6にロボットが存在する.rHはRule1,6(F)のいづれ
かを常に実行しShortとLongを交互に遷移し,これと補
題1より IAのときは rmax.2,IB のときは rmax.6に存在す
るロボットは有限時間内にLongになる.したがって rmax

は有限時間内に rmax.2または rmax.6に Longのロボット
を観測し Rule2,3,4,5(F) のいずれかを実行しX 軸上に
移動する.Rule1(F)は Y 座標の変わらない移動であり,

そのほかのルールはすべてロボットを観測した点への移
動となっている. したがって補題 1 より一度 X 軸上の
点に移動したロボットは二度と X 軸の外に出ることは
ない.

補題 3 すべてのロボットは目的状況になっていなけれ
ば必ず rmax が存在する.

証明 初期状況であれば,明らかに rmaxが存在する.さ
らに,rmax.4 の方向の直線上 (Y = 1 または Y = － 1)

にはロボットが全て連結状態であり,rmaxのロボットが
存在する限り,全員動作しない. ある状況において,rmax

が存在するのであれば補題 2より rmaxは有限時間内に
X 軸に移動し rmax でなくなる. この動作により新たな
rmax が存在しなくなるのであれば,rmax.3または rmax.5

方向の直線上にロボットが１つもないときである.かつ
,その動作により rmax.4に存在するロボットが rmaxとな
る.rmax.4にロボットが存在しない場合はX軸上以外にロ
ボットが 1つも存在しなくなり,これは目的状況である.

補題 1,2,3から以下の定理が成り立つ.

定理 完全同期スケジューラの下でAlgorithm1は三角
形直線化問題を解く.

4.3 半同期アルゴリズム
4.3.1 半同期アルゴリズム
半同期スケジューラの下で三角形直線化問題を解くア
ルゴリズムを Algorithm2に示す.

Algorithm2の各ルールについてそれぞれ図 9に示す.

図 9ではルールを実行するロボットを ri(∈ R, 0 ≤ i ≤
n－ 1)とし, 各ルールにおける実行前と実行後の ri及び
ri に観測されるロボットの配置状況を示している.黒丸
でルールを実行するペアロボットを示し,灰色の丸で観
測されたほかのペアロボットを示す.また,バツ印はその
点にロボットが存在しないことを示している.すべての
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Algorithm 2 ロボット ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n − 1)上の半
同期スケジューラの下での三角形直線化問題を解くアル
ゴリズム
1: Predicates:

2: Occupy(ri.l|l ∈ [0, 6]) ≡
0 : ri.l上に存在するロボットが 0台

1 : ri.l上に存在するロボットが 1台

2 : ri.l上に存在するロボットが 2台以上
3: Actions:

4: Rule1(S) :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧
Occupy(ri.1) = Occupy(ri.2) = 0 −→ riは ri.1 に
移動

5: Rule2(S)-1 :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧
Occupy(ri.1) = 0 ∧ Occupy(ri.2) = 1 −→ riは ri.2
に移動

6: Rule2(S)-2 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.0) = 2 ∧
Occupy(ri.1) = Occupy(ri.6) = 0 ∧ Occupy(ri.2) =

1 −→ riは ri.2 に移動
7: Rule3(S)-1 :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧

Occupy(ri.1) = 0 ∧ Occupy(ri.6) = 1 −→ riは ri.6
に移動

8: Rule3(S)-2 :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.0) = 2 ∧
Occupy(ri.1) = Occupy(ri.2) = 0 ∧ Occupy(ri.6) =

1 −→ riは ri.6 に移動
9: Rule4(S) :: ri.s = Short ∧ ri.id = high ∧

Occupy(ri.1) = 1 ∧ Occupy(ri.2) = Occupy(ri.6) =

0 −→ riは ri.1 に移動
10: Rule5(S) :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.0) = 2 ∧

Occupy(ri.1) = 1 ∧ Occupy(ri.2) = Occupy(ri.6) =

0 −→ riは ri.1 に移動
11: Rule6(S) :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.0) = 1 ∧

Occupy(ri.2) = 1 ∧ Occupy(ri.5) = 0 −→ riは ri.2
に移動

12: Rule7(S) :: ri.s = Long ∧ Occupy(ri.0) = 1 ∧
Occupy(ri.6) = 1 ∧ Occupy(ri.3) = 0 −→ riは ri.6
に移動

ルールにおいて図の右方向をX 軸正の向きとしている.

Rule1(S)では,ロボット riが Short状態で highの識
別子を持ち,ri.1,ri.2,ri.6にロボットが存在しない場合,ri.1
に移動しLong状態に遷移する. Rule2(S)-1では,ロボッ
ト riが Short状態で highの識別子を持ち,ri.1にロボッ
トが存在せず,ri.2に 1台のみロボットが存在する場合,ri.2
に移動しLong状態に遷移する. Rule2(S)-2では,ロボッ
ト riがLong状態で,ri.0にロボットが 2台存在し,ri.1に
ロボットが存在せず,ri.2に 1台のみロボットが存在する
場合,ri.2に移動し Short状態に遷移する. その他のルー
ルに関しても同様に周囲の点を観測し,決められた移動
先へ移動する.

4.3.2 半同期アルゴリズムの証明
ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n － 1) の X 座標と Y 座標をそれ

ぞれ ri.X , ri.Y と表す. 初期状態において ∃ri(∈ R, 0 ≤
i ≤ n － 1, ri.id = high, ri.Y = 0),∀rj(∈ R, 0 ≤ j ≤
n－ 1, ri ̸= rj), ri.X ≥ rj.X を満たす riを rH とする.す
なわち,初期状況においてX 軸上に存在し highの識別
子を持ち最もX 座標の大きいロボットを rH とする.初
期状況においてロボットの数は有限個なので rH は唯一
に決まる. 初期状況の内,∀ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n－ 1, ri.Y ≥
0)のときを IA,∀ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n－ 1, ri.Y ≥ 0)のと
きを IBと定義する.初期状況が IAのとき,∃ri(∈ R, 0 ≤
i ≤ n－ 1, ri.Y = 1),∀rj(∈ R, 0 ≤ j ≤ n－ 1, rj.Y =

1), ri.X ≥ rj.Xを満たすロボットを rmax とする (2台存
在するときは highの識別子を持つロボットとする).初
期状況が IB のとき ,∃ri(∈ R, 0 ≤ i ≤ n － 1, ri.Y =

－ 1),∀rj(≤ R, 0 ≤ j ≤ n－ 1, rj.Y =－ 1), ri.X ≥ rj.X
を満たすロボットを rmax とする (2 台存在するときは
highの識別子を持つロボットとする).すなわち,初期状
況が IA のときは直線 Y = 1上の最も X 座標の大きい
ロボットを,IB のときは直線 Y = － 1上の最も X座標
の大きいロボットを rmax とする.ただし,2台存在する
場合は highの識別子を持つロボットを rmaxとする.初
期状況においてロボットの数は有限個なので rmaxは唯
一に決まる.

補題 4 すべてのルールにおいて移動方向にロボット
の集合が切断されることはない.

証明 Rule1(S),Rule2(S)-1,Rule3(S)-1,Rule4(S) は
Short から Long へペアロボットが状態を変化させる
ルールである.もともと存在していた点にどちらかのペ
アがルール実行後も残るため, ロボットの集合が切断
されるような移動は起こらない. Rule2(S)-2,Rule3(S)-

2,Rule5(S)では,ルール実行前に ri.0 に他のペアに属す
る Long 状態のロボット rj が存在する.しかし,rj のペ
アは ri.3, ri.4, ri.5のいづれかにペアのロボットが存在し,

いづれの場合もいかなるルールの適用条件も満たさな
い.したがって rj はこのルールを実行するサイクル内に
は移動しないので,これらのルールの実行による移動方
向への切断は起きない. Rule6(S),Rule7(S)では,ルール
実行前において,riの隣接頂点の内.移動方向の点に他の

7



図 9 半同期アルゴリズムのルール

ペアロボットが存在しないのは明らかである.したがっ
てこれらのルールの実行によってロボットの移動方向の
切断が起こることはない. 以上より,すべてのルールに
おいて移動方向にロボットの集合が切断されることはな
い.

補題 5 rmaxは有限時間内にX 軸に移動し rmaxでな
くなる.また,一度 X 軸上の点に移動したロボットは二
度とX 軸の外には出られない.

証明 補題 4より IA のときは rmax.2 に,IB のときは
rmax.6にロボットが存在する.rHはRule1,5(S)のいづれ
かを常に実行しShortとLongを交互に遷移し,これと補
題4より IAのときは rmax.2,IB のときは rmax.6に存在す
るロボットは有限時間内にLongになる.したがって rmax

は有限時間内に rmax.2または rmax.6に Longのロボット
を観測しRule2,3,6,7(S)のいずれかを実行しX軸上に移
動する.Rule1(S)は Y 座標の変わらない移動であり,そ
のほかのルールはすべてロボットを観測した点への移動
となっている.したがって補題 4より一度X 軸上の点に
移動したロボットは二度とX 軸の外に出ることはない.

補題 6 すべてのロボットは目的状況になっていなけれ
ば必ず rmax が存在する.

証明 初期状況であれば,明らかに rmaxが存在する.さ
らに,rmax.4 の方向の直線上 (Y = 1 または Y = － 1)

にはロボットが全て連結状態であり,rmaxのロボットが
存在する限り,全員動作しない. ある状況において,rmax

が存在するのであれば補題 5より rmaxは有限時間内に

X 軸に移動し rmax でなくなる. この動作により新たな
rmax が存在しなくなるのであれば,rmax.3または rmax.5

方向の直線上にロボットが１つもないときである.かつ
,その動作により rmax.4に存在するロボットが rmaxとな
る.rmax.4にロボットが存在しない場合はX軸上以外にロ
ボットが 1つも存在しなくなり,これは目的状況である.

補題 4,5,6から以下の定理が成り立つ.

定理 半同期スケジューラの下でAlgorithm2は三角形
直線化問題を解く.

5 おわりに
本研究では,ペアロボットシステムモデルにおいて各
ロボットの視野範囲を隣接頂点までとし,共通座標系な
しで各ロボットの座標系の 1軸の向きと方向に共通知識
を与えたときに,正三角形を形成しているペアロボット
群を一直線上に整列させる問題 (三角形直線化問題)を
完全同期及び半同期スケジューラの下で解くアルゴリズ
ムを提案した. しかし,識別子 ri.id が対称性を崩す以上
にロボットの進行方向の情報も与えてしまっているなど
といった課題もあり,より良いモデルを提案していく必
要がある.
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The Multi-agent Path Finding (MAPF) problem consists in all agents having to move to their
own destinations while avoiding collisions [10]. MAPF is now receiving a lot of attention due to its
high practicality, e.g., traffic control [1], automated warehouse [12] or airport surface operation [4],
etc. Numerous optimal solvers for MAPF have been proposed so far, e.g., search-based solvers [2].
However, finding an optimal solution is known as NP-hard [13] and lacks of scalability for the
number of agents. In realistic applications to the problem, MAPF must be solved iteratively, studied
as lifelong MAPF [3] or online MAPF [11]. Due to the above reasons, sub-optimal solvers such as
prioritized planning [9] are practical to use.

In this talk, we first define an abstract model to address the behaviors of multiple moving agents,
called iterative MAPF, which generalizes classical MAPF and lifelong MAPF. Then, we present a
novel approach for iterative MAPF, that we call Priority Inheritance with Backtracking (PIBT) [5].
PIBT relies on prioritized planning with a single time window. Priority inheritance, originally
considered in resource scheduling problems [8], is introduced to deal effectively with priority
inversion in path adjustment. Priority inheritance is accompanied by backtracking protocol to
prevent being agent stuck. When the environment is a graph such that all pairs of adjacent nodes
belong to a simple cycle of length 3 or more (e.g., biconnected), regardless of the number of agents,
PIBT ensures reachability, i.e., all agents are guaranteed to reach their own destinations within
finite time after being given. Our implementation of PIBT is designed to be decentralized without
global communication. Experimental results over various scenarios confirm that PIBT is adequate
both for finding paths in large environments with many agents, as well as for conveying packages
in an automated warehouse.
We also introduce two variants of PIBT. First, Windowed PIBT(winPIBT) [7] is a generalized

algorithm of PIBT with respect to the time window. PIBT plans the paths of all agents one step
at a time, i.e., the time window size is just one, and this locality causes inefficient path planning
in some cases. winPIBT expands the time window by enabling retroactive priority inheritance
while ensuring the reachability. Empirical results show that winPIBT mitigates livelock situations
occurring in PIBT, and plans more efficient paths depending on the window size, especially in
graphs containing narrow passages. Second, PIBT with temporally inflation (PIBT+TI) [6] aims at
extending target graphs, e.g., graphs containing tree structures, by introducing temporary inflation
of agent priorities. Although we have not shown the reachability of PIBT+TI, empirical results
demonstrate that PIBT+TI mitigates deadlock situations occurring in PIBT while keeping path
efficiency.

Finally, we discuss several future directions of PIBT including robot implementations, and make
effort to build up the way of adaptive path finding for thousands of interacting agents.
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Abstract. The competitive diffusion game is a game-theoretic model
of information spreading on a graph proposed by Alon et al. (2010). In
the model, a player chooses an initial vertex of the graph, from which
information by the player spreads through the edges connected with the
initial vertex. If a vertex that is not yet influenced by any information
receives information by a player, it is influenced by the information and
it diffuses it to adjacent vertices. A vertex that simultaneously receives
two or more types of information does not diffuse any type of information
from then on. The objective of a player is to maximize the number of ver-
tices influenced by the player’s information. In this paper, we investigate
the existence of a pure Nash equilibrium of the two-player competitive
diffusion game on chordal and its related graphs. We show that a pure
Nash equilibrium always exists on block graphs, split graphs and inter-
val graphs, all of which are well-known subclasses of chordal graphs. On
the other hand, we show that there is an instance with no pure Nash
equilibrium on (strongly) chordal graphs; the boundary of the existence
of a pure Nash equilibrium is found.

Keywords: Nash equilibrium · Competitive diffusion game · Algorith-
mic game theory · Chordal graph.

1 Introduction

The competitive diffusion game is a game-theoretic model of information spread-
ing on a graph proposed by Alon et al. [1]. It is introduced in order to study
several competitive diffusion phenomena on social network services (SNS), such
as Facebook and Twitter. For example, viral marketing is a typical commercial
activity utilizing information diffusion phenomena on a social network. A game-
theoretical setting happens when several companies want to sell interoperable
products via viral marketing.

In the model, each player has its own information and wants to spread it to
vertices in a graph. To this end, a player chooses an initial vertex of the graph,
from which information by the player spreads through the edges connected with
the initial vertex. If a vertex that is not yet influenced by any information re-
ceives information by a player, it is influenced by the information and it diffuses
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the information to adjacent vertices. A vertex that simultaneously receives two
or more types of information by multiple players does not diffuse any type of
information from then on. The objective of a player is to maximize the number
of vertices affected by the player’s information. These settings are interpreted
in real world situations as follows: A graph is a social network and each vertex
represents a person (potential customer) and an edge represents that two per-
sons corresponding end vertices are friends in an SNS. Players are commercial
companies that want to sell interoperable products via viral marketing. Each
company asks a person on the SNS to advertise its own product by paying some
amount of money. The person receiving money recommends the product of the
company to his/her friends. A person receives a recommendation of a product
from a friend, he/she decides to buy the product and newly recommends the
product of the company to his/her friends. Sometimes a person simultaneously
receives two types of recommendations. Then he/she gets confused, and he/she
does not buy any of the products and recommend anything. This is a simplest
model and we can consider more generalized models.

In analyses of game-theoretic models, one of typical approaches is to focus on
Nash equilibria. This is because finding a Nash equilibrium is related to predict
behaviours of rational players. Although it is known that there exists a mixed-
strategy Nash equilibrium for every finite game, a pure Nash equilibrium does
not always exist. In fact, in the competitive diffusion game, there is a graph under
which no pure Nash equilibrium exists even for the two-player case [1], whereas
a graph in some restricted graph classes such as cycles always has a pure Nash
equilibrium for any number of players [3]. If a game has a pure Nash equilibrium,
it implies that it is relatively easy to analyze. From such a viewpoint, several
studies try to find classes of graphs under which a pure Nash equilibrium always
exists. For more details, see the following subsection.

1.1 Related work

There are many studies that focus on the existence of a pure Nash equilibrium
of the two-player competitive diffusion game. For example, Alon et al. give a
graph with diameter 3 has no pure Nash equilibrium [1]. Takehara et al. give a
stronger example, a graph with diameter 2 has no pure Nash equilibrium [14].
On the other hand, Small and Mason show that a pure Nash equilibrium always
exists on trees [12]. Roshabin shows that a pure Nash equilibrium always exists
on cycles and grid graphs [11], and Sukenari et al. shows that a pure Nash
equilibrium always exists on torus grid graphs [13]. These results are about the
two-player competitive diffusion game. For three or more players, the situation
is different. For example, in most of the cases, a path always has a pure Nash
equilibrium. The exception is the case where the number of players is 3 and the
number of vertices is at least 6. On the other hand, a cycle always has a pure
Nash equilibrium for the case where the number of players and the number of
vertices are arbitrary [3].

If the number k of players is bounded by a constant, it can be done in
polynomial time to check whether a given graph has a pure Nash equilibrium or
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Nash equilibrium 
always exists

Nash equilibrium 
may not exist

Cactus
[Theorem 5]

Cycle
[11]

Tree
[12]

Path

Interval graph
[Theorem 3]

Block graph
[Theorem 2]

Complete graph

Split graph
[Theorem 1]

Strongly chordal graph
[Proposition 2]

Chordal graph
[Proposition 1]

Perfect graph

Fig. 1. Graph classes and the existence of a pure Nash equilibrium. Connections be-
tween two graph classes imply that the above one is a super class of the below one.

not, because the number of combinations of strategies is O(nk), where n is the
number of vertices. On the other hand, it is not trivial to check the existence of
a pure Nash equilibrium for general k. Etesami and Basar show that the decision
problem of the existence a pure Nash equilibrium for general k is NP-complete [5].
Furthermore, Ito et al. show that the decision problem of the existence a pure
Nash equilibrium is W[1]-hard when it is parameterized by k [8].

1.2 Our results

In this paper, we investigate the existence of a pure Nash equilibrium of the two-
player competitive diffusion game on chordal and its related graphs. A graph is
called chordal if every induced cycle in the graph should have exactly three ver-
tices. The class of chordal graphs is a well-known graph class in many research
fields, and they are also called rigid circuit graphs or triangulated graphs. Par-
ticularly in the algorithm theory, it is considered very important, because many
NP-hard optimization problems in general graphs can be solved in polynomial
time if the input graph is chordal. This is a motivation that we focus on chordal
graphs. Furthermore, chordal graphs and its related graph classes are intensively
and extensively studied, and there are many well-known graph classes. For ex-
ample, trees are also chordal.

We obtain the following results: We show that a pure Nash equilibrium always
exists on block graphs, split graphs and interval graphs, all of which are well-
known subclasses of chordal graphs. In particular, block graphs is a super class
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Fig. 2. An example how two-player competitive diffusion game goes. Vertices with
1 and 2 stand for vertices dominated by p1 and p2, respectively. White vertices are
undominated vertices and a grey vertex is a neutral vertex. (a) A graph is an initial
state. (b) At time 1, p1 chooses v3 and p2 chooses v8. (c) At time 2, v2 and v6 are
dominated by p1 and v7 and v9 are dominated by p2. Vertex v5 becomes a neutral
vertex. (d) At time 3, v4 is dominated by p2. Since no player can dominate a vertex
any more, the game ends. In the end of the game, v1 is an undominated vertex. The
utility of p1 is U1(v3, v8) = 3 and the utility of p2 is U2(v3, v8) = 4.

of trees. On the other hand, we show that there is a (strongly) chordal graph
that has no pure Nash equilibrium; the boundary of the existence of a pure Nash
equilibrium is found. The results are summarized in Figure 1.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we define several
notations and terminology, and introduce graph classes. Section 3 is the main
part of this paper. We show that a pure Nash equilibrium always exists on block
graphs, split graphs and interval graphs, and give a (strongly) chordal graph
that has no pure Nash equilibrium. Finally, we present the existence of a pure
Nash equilibrium for some related graph classes and settings in Section 4.

2 Preliminaries

In this paper, we use the standard graph notations. Let G = (V,E) be an
undirected conneted graph where |V | = n and |E| = m. For V ′ ⊆ V , we denote
by G[V ′] a subgraph induced by V ′. We denote by N(v) the set of neighbors
of v. A vertex set C is called a clique if G[C] is a complete graph. Moreover, a
clique C is maximal if there is no clique C ′ such that C ⊆ C ′.

2.1 Competitive diffusion game

Let p1 and p2 be players 1 and 2, respectively. Also, let G = (V,E) be an
undirected connected graph. Then the two-player competitive diffusion game on
G proceeds as follows (see also Figure 2).

Time 1. Each player chooses one vertex v ∈ V . The vertex v is called an initial
vertex. If v is chosen by only one player, we say v is dominated by p. Oth-
erwise, that is, if two players choose v, the vertex v is a neutral vertex. In
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the subsequent time, no player can dominate the neutral vertex. A vertex is
called undominated if it is neither a dominated vertex nor a neutral vertex.

Time t (t ≥ 2). A vertex v ∈ V is dominated by a player p at time t if (i) v is
neither neutral nor dominated by any player by time (t− 1), and (ii) v has
a neighbor dominated by p, but does not have a neighbor dominated by the
other player p′. If v satisfies (i) and has both neighbors of p and p′, then v
becomes a neutral vertex at time t. When no player can dominate a vertex
any more, the game ends.

When player p chooses a vertex s ∈ V at time 1, we call a vertex s the
strategy of p. For two players p1 and p2, a strategy profile s = (s1, s2) is a pair
of strategies of p1 and p2. If p1 changes the strategy s1 to s′1, we denote it by
(s1, s2)→ (s′1, s2). Similarly, if p2 changes the strategy s2 to s′2, we denote it by
(s1, s2) → (s1, s

′
2). For a strategy profile (s1, s2), we say si dominates vertices

dominated by pi in the end of a game. For a strategy profile s, the utility Ui(s)
of pi is the sum of vertices dominated by pi at the end of a game. In Figure 2,
the utility of p1 is U1(v3, v8) = 3 and the utility of p2 is U2(v3, v8) = 4.

Then we define a pure Nash equilibrium in the two-player competitive diffu-
sion game.

Definition 1. A strategy profile s = (s1, s2) is called a pure Nash equilibrium
if there is no vertex v ∈ V such that U1(v, s2) > U1(s1, s2) or U2(s1, v) >
U1(s1, s2), that is, if no player can increase the utility by changing the strategy.

We call the two-player competitive diffusion game 2-CDG for short. Also, we
simply use term “Nash equilibrium” instead of pure Nash equilibrium” from
here on. If both p1 and p2 choose v ∈ V as initial vertices, the utilities of p1
and p2 are 0 because v is a neutral vertex and other vertices are undominated
in the end of a game. Then, a player has an incentive to change the strategy
from v to another vertex because if two players choose different vertices, the
utilities of them are at least 1. This implies that the strategy profile (v, v) for
any v ∈ V cannot be a Nash equilibrium. Thus, we suppose that two players
choose different vertices as initial vertices.

2.2 Graph classes

In this subsection, we define several graph classes. A graph G = (V,E) is a
chordal graph if every cycle of length at least 4 has a chord, or equivalently every
induced cycle has exactly 3 vertices [4]. A graph G = (V,E) is a strongly chordal
graph if it is chordal graph and includes no n-sun (for n ≥ 3) as an induced
subgraph [6]. A cycle is a graph with closed circuits. A graph G = (V,E) is a
block graph if all the two connected components are cliques [7]. By the definition
of a block graph, a tree is a block graph. A graph G = (V,E) is a split graph
if V can be partitioned in an independent set I and a clique C [10]. A graph
G = (V,E) is a interval graph if it has an intersection model consisting of
intervals on a real line corresponding to a vertex such that there is an edge in
G if and only if two lines are intersect [9]. For more information about graph
classes, see [2].
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3 The existence of a Nash equilibrium

In this section, we investigate the existence of Nash equilibrium in 2-CDG.

3.1 Split graph

In this section, we show a Nash equilibrium always exist in two-player competi-
tive diffusion game on a split graph.

Theorem 1. In 2-CDG on any split graph, a Nash equilibrium always exists.
Furthermore, an equilibrium can be found in linear time.

To show Theorem 1, we prove the following three lemmas.

Lemma 1. Let G = (C ∪ I, E) be a split graph where C forms a clique and I is
an independent set. If the strategy profile of p1 and p2 is (u, v) where u, v ∈ C,
the utilities of p1 and p2 are U1(u, v) = |N(u)|−|N(u) ∩N(v)|+1 and U2(u, v) =
|N(v)| − |N(v) ∩N(u)|+ 1, respectively.

Proof. First, we can observe that every w ∈ C\{u, v} becomes a neutral vertex
because C forms a clique. For a vertex w in I, we consider the following cases:
(a) w is adjacent to both u and v, (b) w is adjacent to u but not adjacent to v,
(c) w is not adjacent to u but adjacent to v, and (d) w is adjacent to neither
vertex u nor v.

In case (a), w becomes a neutral vertex because it is adjacent to both vertex
u and v. In case (b), w is dominated by p1. In case (c), w is dominated by
p2. In case (d), w is dominated by neither p1 nor p2 because every vertex in C
adjacent to w becomes a neutral vertex. Therefore, the utility of p1 is U1(u, v) =
|N(u)| − |N(u) ∩N(v)| + 1. This represents the number of vertices satisfying
case (b) plus u. Similarly, we have U2(u, v) = |N(v)| − |N(v) ∩N(u)|+ 1. ut

Lemma 2. On any split graph G = (C ∪ I, E), if both p1 and p2 choose vertices
in C, there is no strategy to choose a vertex in I that increases the utilities of
p1 and p2.

Proof. If p1 changes the strategy from u to x ∈ I, the utility of p1 becomes
U1(x, v) = 1 ≤ U1(u, v) by Lemma 1. Also, if p2 changes the strategy from v to
y ∈ I, the utility of p2 becomes U2(u, y) = 1 ≤ U1(u, v). Therefore, each player
does not change the strategy to choose a vertex in I. ut

From Lemmas 1 and 2, we obtain Lemma 3 that concludes Theorem 1.

Lemma 3. There is a Nash equilibrium (u, v) for u, v ∈ C.

Proof. For the sake of contradiction, we suppose that there is no Nash equi-
librium (u, v) for any u, v ∈ C. By assumption, if p1 and p2 choose vertices
u, v ∈ C, respectively, at least one player changes the strategy. Moreover, the
strategy must take a vertex in C by Lemma 2. Thus, each player repeatedly
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continues to take a different vertex in C from the current vertex for the other
player’s strategy.

Without loss of generality, suppose that p1 takes u1 and p2 takes v1. From
Lemma 1, we have U1(u1, v1) = |N(u1)| − |N(u1) ∩N(v1)|+ 1 and U2(u1, v1) =
|N(v1)| − |N(v1) ∩N(u1)| + 1. By assumption, there is a vertex such that at
least one player can increase own utility by changing own strategy. From Lemma
2, such a vertex is in C. Without loss of generality, we assume that there is a
vertex u1 ∈ C satisfying U1(u1, v1) < U1(u2, v1). The utility of p1 is U1(u2, v1) =
|N(u2)|− |N(u2) ∩N(v1)|+1. If p1 continues to change the strategy, we can use
the same augmentation. Thus, we can suppose that p1 chooses u2 just before p2
changes the strategy.

Since U1(u1, v1) < U1(u2, v1), we have:

|N(u1)| − |N(u1) ∩N(v1)| < |N(u2)| − |N(u2) ∩N(v1)|. (1)

Next, since there is no Nash equilibrium on clique C, p2 also changes the strat-
egy from v1 to v2 ∈ C in order to increase the utility of p2. Since U2(u2, v1) <
U2(u2, v2), it holds that:

|N(v1)| − |N(u2) ∩N(v1)| < |N(v2)| − |N(u2) ∩N(v2)|. (2)

By the same argument, p1 changes the strategy from u2 to u3. Since U1(u2, v2) <
U1(u3, v2),

|N(u2)| − |N(u2) ∩N(v2)| < |N(u3)| − |N(u3) ∩N(v2)|. (3)

Since there are at most n2 strategy profiles, there is a sequence of strat-
egy profiles (u1, v1), (u2, v1), (u2, v2), . . . , (uk, vk−1), (uk, vk), (u1, vk), (u1, v1) for
some k ≤ n2. When the strategy profile (uk, vk−1) changes to (uk, vk), that is,
(uk, vk−1)→ (uk, vk), U2(uk, vk−1) < U2(uk, vk) holds. Thus, it holds that:

|N(vk−1)| − |N(uk) ∩N(vk−1)| < |N(vk)| − |N(uk) ∩N(vk)|. (4)

Similarly, when (uk, vk)→ (u1, vk), we have:

|N(uk)| − |N(uk) ∩N(vk)| < |N(u1)| − |N(u1) ∩N(vk)|. (5)

Finally, when (u1, vk)→ (u1, v1),

|N(vk)| − |N(u1) ∩N(vk)| < |N(v1)| − |N(u1) ∩N(v1)|. (6)

Summing all inequalities, we have 0 < 0. This is a contradiction. ut

3.2 Block graph

Theorem 2. In 2-CDG on any block graph, a Nash equilibrium always exists.
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If a graph G is a complete graph, a Nash equilibrium clearly exists. Thus, we
suppose that G is not a complete graph.

A vertex v is called a cut vertex if G[V \ {v}] has at least two component.
On a block graph, a non cut vertex is contained in exactly one maximal clique
C and all the neighbors is in C. For a maximal clique C, we suppose that p1
and p2 select x ∈ C and y ∈ C, respectively. If x is not a cut vertex, the utility
of p1 is |{x}| = 1 since x is adjacent to only vertices in C on block graph G and
every vertex in C \ {x, y} becomes a neutral vertex.

Suppose that x is a cut vertex in G. Then, let Dx(C) be the set of vertices
in connected components not containing C in G[V \ {x}]. Since y ∈ C, the set
of vertices dominated by x is Dx(C) ∪ {x}. Note that every vertex in C \ {x, y}
is neutral. Moreover, every vertex in C is a neutral vertex and every vertex in
V \ (Dx(C) ∪ Dy(C) ∪ C) is an undominated vertex. Thus, the utility of p1 is
|Dx(C)| + 1 if p1 chooses x ∈ C and p2 chooses a vertex in C \ {x} on block
graph G.

For a maximal clique C on block graph G, we denote by w(C, u) the number of
vertices dominated by u when either p1 or p2 chooses u ∈ C and the other chooses
a vertex in C \ {u}. Note that if u is a cut vertex, then w(C, u) = |Du(C)|+ 1,
and otherwise w(C, u) = |{u}| = 1. Also, we suppose that a maximal clique
C = {uC

1 , . . . , u
C
k } satisfies that w(C, uC

1 ) ≥ · · · ≥ w(C, uC
k ).

Lemma 4. Let C be the set of maximal cliques in G. Also, let C∗ be a maxi-
mal clique such that w(C∗, uC∗

2 ) = maxC∈C w(C, uC
2 ). Then the strategy profile

(uC∗

1 , uC∗

2 ) is a Nash equilibrium.

Proof. Suppose that strategy profile (uC∗

1 , uC∗

2 ) is not a Nash equilibrium. First,
we show that p1 does not change the strategy. Since C∗ = {uC∗

1 , . . . , uC∗

k } satis-
fies that w(C∗, uC∗

1 ) ≥ · · · ≥ w(C∗, uC∗

k ), p1 does not change the strategy from

u
(C∗)
1 to u ∈ C∗\{uC∗

1 , uC∗

2 }. If uC∗

1 is not a cut vertex, the utility of p1 is 1. Then
we have w(C, uC∗

1 ) = · · · = w(C, uC∗

k ) = 1. This implies G is a complete graph,
and hence (uC∗

1 , uC∗

2 ) is a Nash equilibrium. This is a contradiction. Suppose
that uC∗

1 is a cut vertex. Then if p1 selects uC∗

1 and p2 selects the vertex uC∗

2 ,
the utility of p1 is w(C, uC∗

1 ) = |DuC∗
1

(C∗)|+ 1. Even if p1 changes the strategy

from uC∗

1 to w ∈ DuC∗
1

(C∗), the utility of p1 does not increase because w can

only dominate vertices in DuC∗
1

(C∗) \ {uC∗

1 }. Note that uC∗

1 becomes either a

neutral vertex or a vertex dominated by C∗ \ {w} when p1 selects w. Moreover,
even if p1 changes the strategy from uC∗

1 to w ∈ V \ (DuC∗
1

(C∗)∪C∗), the utility

of p1 also does not increase because w can only dominate at most |DuC∗
3

(C∗)|+1
vertices. Therefore, p1 does not change the strategy.

Suppose that p2 changes the strategy from uC∗

2 to w ∈ V \{uC∗

1 , uC∗

2 }. As with
the case of p1, p2 does not change the strategy from uC∗

2 to w ∈ V \DuC∗
1

(C∗)
because the number of vertices dominated by w is no more than that of vertices
dominated by uC∗

2 . The remaining case is when p2 changes the strategy from
uC∗

2 to w ∈ DuC∗
1

(C∗). Let C ′ be another maximal clique that contains uC∗

1 on

block graph G. Note that C ′ belongs to DuC∗
1

(C∗). Suppose that p2 changes
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Fig. 3. The interval representation sorted in nonincreasing order of the initial endpoints
ai’s.

the strategy to w ∈ C ′. However, since w(C∗, uC∗

2 ) = maxC∈C w(C, uC
2 ) by

assumption, we have w(C∗, uC∗

2 ) ≥ w(C, uC′

2 ). Thus, p2 does not change the
strategy from uC∗

2 to w ∈ C ′. Moreover, p2 does not change the strategy to
w′ ∈ DuC∗

1
(C∗) \ C ′ because the number of vertices dominated by w′ is not

greater than that of vertices dominated by w. Therefore, p2 does not change the
strategy to w ∈ DuC∗

1
(C∗). This contradicts (uC∗

1 , uC∗

2 ) is not a Nash equilibrium.
ut

Since the strategy profile of Lemma 4 always exists, a Nash equilibrium always
exists. This concludes the proof of Theorem 2.

3.3 Interval graph

Theorem 3. In 2-CDG on any interval graph, a Nash equilibrium always exists.

We assume that an interval graph G = (V,E) is given by corresponding
intervals I = {I1, · · · In}, where each interval Ii = [ai, bi] (i = 1, · · ·n) of two
integer ai ≤ bi corresponds to vertex i. The endpoint ai of Ii is called the initial
endpoint and the other endpoint bi is called the terminal endpoint. We assume
that {I1, · · · In} are sorted in nonincreasing order of the initial endpoints ai’s
(see Figure 3). On an interval graph, there is an edge if and only if two intervals
are intersect. That is, if interval Ii intersects interval Ij , two vertices i and j
are adjacent. If interval Ii ∈ I properly contains interval Ij ∈ I, N(j) ⊆ N(i)
holds in G. We remark that a player p chooses a vertex v means p chooses the
corresponding interval Ii and vice versa in 2-CDG on any interval graph.

An interval graph is called a proper interval graph if no interval properly
contains any other interval. An interval graph is called a unit interval graph if
each interval has unit length. The classes of proper interval graphs and unit
interval graphs are known to be equivalent [2]; every proper interval graph has
an unit interval representation, and vice versa. In the following, we assume that
a proper interval graph is given by a unit interval representation.

We first show that a Nash equilibrium always exists in 2-CDG on any proper
interval graph. Without loss of generality, we suppose that U1(x, y) ≥ U2(x, y)
for any strategy profile (x, y).
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Fig. 4. A chordal graph with no Nash
equilibrium.

Fig. 5. A strongly chordal graph with
no Nash equilibrium.

Lemma 5. Suppose that G = (V,E) is a proper interval graph. Let {x∗, y∗}
be an edge satisfying U2(x∗, y∗) = max{x,y}∈E U2(x, y). Then (x∗, y∗) is a Nash
equilibrium in 2-CDG on G.

Proof. We show this lemma by contradiction. Suppose that strategy profile
(x∗, y∗) is not a Nash equilibrium; a player has an incentive to change the strat-
egy. Clearly p2 does not change the strategy since U2(x∗, y∗) = max{x,y}∈E U2(x, y)
holds. Thus p1 is the player that changes the strategy x∗. Without loss of gen-
erality, ax∗ ≤ ay∗ , that is, the initial point of Ix is on the left side of ay by
the unit interval representation. Let Dx∗ be the set of vertices such that every
vertex v satisfies av ≤ ax∗ . Moreover, let Dy∗be the set of vertices such that
every vertex v satisfies ay∗ ≤ av. Then we observe that p1 dominates vertices in
Dx∗ \ (N(x∗) ∩ N(y∗)). Also, p2 dominates vertices in Dy∗ \ (N(x∗) ∩ N(y∗)).
Since U1(x∗, y∗) ≥ U2(x∗, y∗), p1 does not change the strategy to any vertex v
satisfying ay∗ ≤ av. Moreover, any vertex v satisfying av ≤ ax∗ can dominate
only Dx∗ \ ((N(x∗)∩N(y∗))∪{x∗}) and the utility of p1 does not increase when
p1 changes the strategy to v. Thus, p1 does not change the strategy from x∗ to
any vertex in V . This implies (x∗, y∗) is a Nash equilibrium. ut

Lemma 5 implies that a Nash equilibrium always exists in 2-CDG on any
proper interval graph. Actually, a similar lemma holds for interval graphs, though
we omit the proof due to the space limitation. The following Lemma 6 implies
Theorem 3.

Lemma 6. Suppose that G = (V,E) is an interval graph. Let {x∗, y∗} be an edge
satisfying U2(x∗, y∗) = max{x,y}∈E U2(x, y). Then (x∗, y∗) is a Nash equilibrium
in 2-CDG on G.

3.4 Chordal graph and Strongly chordal graph

In this section, we show that a Nash equilibrium does not always exist in the
two-player competitive diffusion game if the graph is chordal or strongly chordal.
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Proposition 1. There is a chordal graph with 9 vertices and diameter 3 that
has no Nash equilibrium in 2-CDG.

Proposition 2. There is a strongly chordal graph with 12 vertices and diameter
3 that has no Nash equilibrium in 2-CDG.

The concrete instances of these propositions are shown in Figures 4 and 5,
and Table 1 shows the pay-off matrix for the instance in Figure 4, though we
omit the one for Figure 5. In the table, each element (vi, vj) in the pay-off matrix
represents (U1(vi, vj), U2(vi, vj)), and we leave the elements of lower triangle of
the matrix empty for legibility. By using Table 1, we can verify that one player
has an incentive of changing the strategy for every strategy profile. For example,
we start at (v1, v4), whose element is (7, 1). Here, p2 has an incentive to move
to v3, whose utilities are (3, 4). Then, p1 has an incentive to move to v2, whose
utilities are (4, 3). This procedure continues as (v2, v1) and (v3, v1), which is
essentially equivalent to (v1, v3); it is an endless loop. We can find similar endless
loops in Figure 5.

Table 1. The pay-off matrix in the chordal graph of Fig. 4

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9
v1 (0, 0) (4, 3) (3, 4) (7, 1) (6, 1) (6, 2) (5, 2) (6, 1) (6, 2)

v2 (0, 0) (4, 3) (6, 1) (6, 2) (7, 1) (6, 1) (6, 2) (5, 2)

v3 (0, 0) (6, 2) (5, 2) (6, 1) (6, 2) (7, 1) (6, 1)

v4 (0, 0) (1, 7) (5, 3) (3, 5) (3, 5) (2, 5)

v5 (0, 0) (5, 2) (3, 4) (5, 3) (4, 3)

v6 (0, 0) (1, 7) (5, 3) (3, 5)

v7 (0, 0) (5, 2) (5, 2)

v8 (0, 0) (1, 7)

v9 (0, 0)

4 Some other results

In this section, we briefly present two related results, though we omit all of
the proofs and detailed explanation due to the space limitation. One is about
vertex-weighted cycles (Theorem 4), and the other is about cacti (Theorem 5). In
the vertex-weighted model, the utility is defined by not the number of influenced
vertices but the total weights of influenced vertices. A cactus is a connected graph
in which any two simple cycles have at most one vertex in common. Intuitively,
given a block graph, we can obtain a cactus by removing the internal edges in
all the cliques with size at least 4.

Theorem 4 and the results of unweighted case [3] contrast, and Theorems 5
and 2 contrast.
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Theorem 4. In 2-CDG, any vertex weighted cycle of length at most 5 always
has a Nash equilibrium, whereas for any length at least 6 there are a cycle that
has no Nash equilibrium.

Theorem 5. In 2-CDG, any vertex-weighted cactus whose induced cycles con-
sist of at most 5 always has a Nash equilibrium. On the other hand, there is
an unweighted cactus containing a cycle with length at least 6 that has no Nash
equilibrium.
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ビザンチンエージェントの封じ込めと合意形成

半澤　陽 ∗ 山内　由紀子 †

概要

ビザンチン故障プロセス集合が刻々と変化する合意形成問題を移動ビザンチン合意問題と呼ぶ．Inoue ら

(2018)は，ビザンチン故障を引き起こすビザンチンエージェントの移動を分散システムの一部に封じ込める

ために通信リンクのブロックを提案した．本研究では，完全グラフ上でビザンチンエージェントの移動経路に

基づく通信リンクのブロックによる封じ込めの不可能性，通信リンクの永続的切断による封じ込めの可能性を

示す．さらに，通信リンクの一時的切断の場合，閉路をもつ分散システムでの封じ込めの不可能性を示す．さ

らに，各操作を行いつつ移動ビザンチン合意問題を解く分散アルゴリズムを示す．

1 はじめに

分散システムにおける最も基本的な課題のひとつ

に，プロセス間で合意を形成する合意問題がある．

故障したプロセスが任意に振る舞う故障をビザンチ

ン故障と呼び，この故障の下での合意形成問題をビ

ザンチン合意問題と呼ぶ．n をプロセス数，t を故

障プロセス数とした時，Lamportらは n > 3tの場

合，完全グラフ上で合意を形成する分散アルゴリズ

ムを提案し，n ≤ 3の場合，合意を形成する分散ア

ルゴリズムが存在しないことを示した [5]．Garay

は故障プロセス集合が継続的に変化する移動ビザン

チン故障の下での合意形成問題を提案した [3]．こ

の論文ではプロセス自身が故障していた事を認識で

きる故障感知性をもち，常に正常なプロセスが少な

くとも１つ存在するという仮定の下，n > 6tの場合

に移動ビザンチン合意問題を解く分散アルゴリズム

が示された [3]．Buhrmanらは故障の原因となるビ

ザンチンエージェントが送信メッセージと共にプロ

セス間を移動することで故障プロセス集合が変化す

るとし，各プロセスが故障感知性をもち，常に正常

なプロセスが少なくとも１つ存在するという仮定の
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下で，n > 3t の場合に完全グラフにおいて移動ビ

ザンチン合意問題を解く分散アルゴリズムを提案し

た [1]．Sasaki らは，故障感知性がない場合に常に

正常なプロセスが少なくとも１つ存在する場合に，

n > 6t の場合に完全グラフにおいて移動ビザンチ

ン合意問題を解く分散アルゴリズムを提案した [6]．

一時故障に対する故障耐性として，自己安定性が

提案されている [2]．自己安定プロトコルとは，任

意のシステム状況から開始しても目的のシステム状

況へ収束することを保証する分散アルゴリズムであ

る．Inoueらは，故障感知性に加え故障直後のプロ

セスがビザンチンエージェントの移動先のプロセス

を判別できる探知可能モデルを導入し，プロセスが

隣接プロセスからのメッセージを受信しない通信リ

ンクのブロックを複数行うことで単一のビザンチン

エージェントを分散システムの一部に封じ込めなが

ら，分散システム上に全域木を構成する自己安定プ

ロトコルを提案した [4]．本稿では，ビザンチンエー

ジェントの移動を分散システムの一部に制限するこ

とをビザンチンエージェントの封じ込めと呼ぶ．

本研究では，通信リンクのブロック，切断による

ビザンチンエージェントの封じ込めと合意形成を

考える．ここで，切断とは通信リンクを双方向にブ

ロックすることである．
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2 準備

プロセス集合を Π = {p1, p2, ..., pn} ，通信リン
クの集合を E とし，無向グラフ G = (Π, E) と表

す．グラフGは完全グラフを仮定する．pi と pj に

ついて {pi, pj} ∈ E である時，pi と pj は隣接して

いると言い，隣接プロセスは相互にメッセージの送

受信による通信を行うことができる．pi の固有の

識別子を iとし，プロセスはメッセージの送信時に

自身の識別子をメッセージに添付することで，受信

したメッセージを判別することができる．各プロセ

スはラウンド毎に動作し，各ラウンドでメッセージ

の送信，受信，内部計算を行う．このモデルを同期

モデルと呼ぶ．各プロセスは受信したメッセージに

基づいて内部計算を行い，自身の値を更新し，次の

ラウンドで送信するメッセージを決定する．送信さ

れたメッセージは同じラウンド内で必ず受信され

る．各プロセスはいくつかの内部変数を管理してお

り，これらの変数の値がプロセスの状態を表す．

プロセスが任意の振る舞いを行う故障をビザンチ

ン故障と呼ぶ．故障プロセスは隣接プロセスそれぞ

れに異なるメッセージを送信することができる二地

点間通信を行うものとするが識別子を変えることは

できないとする．故障プロセスの集合を F と表す．

各プロセスは故障プロセスを知ることはできない．

Π\F に含まれるプロセスを正常プロセスと呼ぶ．
故障プロセス集合 F がラウンド毎に変化する故障

を移動ビザンチン故障と呼ぶ．本研究では，正常プ

ロセスにビザンチンエージェントが訪れることで，

故障プロセス集合が変化すると考える．ビザンチン

エージェントはメッセージの送信時に故障プロセス

から移動し，受信時に隣接プロセスに移動する．分

散システム中に高々 t 個のビザンチンエージェン

トが存在するとする．直前のラウンドでビザンチン

エージェントがいたプロセスを curedプロセスと呼

ぶ．本研究では cured プロセスはそのラウンドで

は送信を行わず，受信したメッセージをもとに正し

い動作に復帰するとする．そして，自身が故障プロ

セスであった事を認識できる故障感知性をもつ．

移動ビザンチン合意問題は，移動ビザンチン故障

が存在する分散システム上で各プロセスに初期値

di ∈ {0, 1} を与え ，正常プロセスが以下の条件を
満たすように合意値を決定する問題である [4]．

（決定性）：全ての正常プロセスは合意値 vi を

いずれ決定する．

（合意性）：全ての正常プロセスは同じ値で合意

しなければならない．

（妥当性）：全ての正常プロセスの初期値が同

じ値であれば，その値で合意しなければなら

ない．

（合意維持性）：一度正常プロセス間で合意に達

すると，その後もその値で正常プロセス間で合

意を維持しなければならない．

本研究では故障を起こすことのない常に正常なプロ

セスが少なくとも 1台存在すると仮定する*1．

Inoue らは，cured プロセスがビザンチンエー

ジェントの移動先のプロセスを判別できる探知可

能モデルと判別できない探知不可能モデルを提案し

た [4]．pi が故障プロセスの場合，探知可能モデル

では pi は変数 destpi
を持ち destpi

は {⊥, 1, ..., n}
の要素を値とする．ビザンチンエージェントが pi

から pj へ移動した次のラウンドに destpi = j とな

る．探知不可能モデルは，常に destpi =⊥の状態で
ある．Inoueらは，探知可能モデルで隣接プロセス

からのメッセージを受信しない通信リンクのブロッ

クを提案した．pi が pj のメッセージを受信しない

時，pi は pj をブロックしていると言う．

本研究では，通信リンクを双方向にブロックする

通信リンクの切断を導入する．双方向にブロックし

た通信リンク上でその後二度と通信を行えないと

き，その切断を永続的切断と呼ぶ．

3 ビザンチンエージェントの封じ込め

t = 1 の場合を想定する．探知可能モデルでは，

通信リンクのブロックや切断を行うことでビザンチ

ンエージェントの移動を制限できる可能性がある．

*1 故障しないプロセスが存在しなければ，正常プロセス間
で合意することができない [3]．
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ビザンチンエージェントが同じプロセスに常に留

まっている状況では，通信リンクのブロックや切断

を行うことはできずビザンチンエージェントの封じ

込めは行えない．本章では，ビザンチンエージェン

トが移動し続ける状況を想定しビザンチンエージェ

ントの封じ込めを以下のように定義する．

定義 3.1. (ビザンチンエージェントの封じ込め )

X ⊊ Π の全プロセスからの通信リンクを Π\X の

全プロセスがブロックしており，かつ，ビザンチン

エージェントが X に含まれるプロセスにいる時，

ビザンチンエージェントをX に封じ込めたと言う．

ビザンチンエージェントの移動先のプロセスから

の通信リンクのみをブロックする手順をビザンチ

ンエージェントの移動経路に基づく通信リンクのブ

ロックと呼ぶ．pi が pj からの通信リンクをブロッ

クしている時，ビザンチンエージェントは pj から

pi へ移動することができない．pj は pi からの通

信リンクをブロックすることはできないので，複数

本通信リンクをブロックしてもビザンチンエージェ

ントを封じ込められないことがわかる．一方，通信

リンクの永続的切断を行うことで，ビザンチンエー

ジェントを封じ込めることができる．

定理 3.1. t = 1 で各プロセスがビザンチンエー

ジェントの移動経路に基づく通信リンクのブロック

を行う場合，ビザンチンエージェントを封じ込める

ことはできない．

定理 3.2. t = 1 で各プロセスがビザンチンエー

ジェントの移動経路に基づく通信リンクの永続的

切断を行う場合，単一のプロセスにビザンチンエー

ジェントを封じ込めることができる．

これまでは切断した通信リンク上でその後二度と

通信が行えない永続的切断による封じ込めについて

考えた．次に，切断した通信リンクを持つプロセス

を訪れたビザンチンエージェントによって切断して

いる通信リンクの記録が改ざんされる場合について

考える．記録の改ざんによって切断した通信リンク

上で再び通信が行われる可能性がある切断を一時的

切断と呼ぶ．

定理 3.3. t = 1 で各プロセスがビザンチンエー

ジェントの移動経路に基づく通信リンクの一時的切

断を行う場合について，単一のプロセスでビザンチ

ンエージェントを封じ込めできるのは，グラフ G

が木構造である場合，またその場合に限る．

定理 3.4. t = 1 で各プロセスがビザンチンエー

ジェントの移動経路に基づく通信リンクの一時的切

断を行う場合について，ビザンチンエージェントを

封じ込めできない場合は，グラフ G が閉路を持つ

場合，またその場合に限る．

4 ビザンチン合意アルゴリズム

本節では，完全グラフ上でビザンチンエージェン

トの移動経路に基づく通信リンクのブロック，切断

それぞれの手法で移動ビザンチン合意問題を解くア

ルゴリズムを与える．各プロセスはブール値を保持

できる配列 blockを管理し，pi の blockpi [j] = true

である時，pi は pj からのメッセージを受信しない．

各プロセスの初期値を di ∈ {0, 1} とする．3 つの

ラウンドを 1フェーズとし，各フェーズでコーディ

ネータとなるプロセスを変更しながら値の更新を

行う．正常プロセスがコーディネータとなる時，そ

のプロセスが (n− 4)個以上のプロセスからブロッ

ク，切断されていない時，次のフェーズの第 1ラウ

ンドで全ての正常プロセス間で合意することができ

る．その他の場合は常に正常なプロセスがコーディ

ネータとなれば正常プロセス間で合意することがで

きる．通信リンクのブロックを用いたアルゴリズム

を bMopt を Algorithm 1 に示す．第 3 ラウンド

で cured 状態のプロセスは Algorithm 2 に示した

RECONSTRUCTを実行することで自身の値を決

定する．通信リンクのブロックは Algorithm 3 に

示した BLOCKを実行する．プロトコル bMoptに

ついて，以下の定理が成り立つ．

定理 4.1. n > 3，t = 1 の時，プロトコル bMopt

は完全グラフ上で移動ビザンチン合意問題を解く．
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Algorithm 1 Protocol bMopt at process pi
vi;プロセス pi の値
ci;各フェーズでのコーディネーターとなるプロセスの識別子
MV ; プロセスが受信した値を格納する一次元配列
C ; 受信した 0, 1に対するカウンター
D ; 受信した ⊥ ,0,1に対するカウンター

ECHO ; プロセスが受信した値を格納する二次元配列

1: vi ← di
2: for phase s = 1 to ∞ do
3: Round 1
4: send vi to all processes
5: receive(MV[・])
6: if cured then
7: BLOCK
8: for j = 0 to 1 do
9: C[j] = # of j′s in MV

10: vi =

 0 if C[0] ≥ n′ − t
1 if C[1] ≥ n′ − t
⊥ otherwise

11: Round 2
12: send vi to all processes
13: receive(MV[・])
14: if cured then
15: BLOCK
16: for j =⊥ to 1 do
17: D[j] = # of j′s in MV

18: vi =

 0 if D[0] > t
1 if D[1] > t
⊥ otherwise

19: Round 3
20: send MV[・] to all processes
21: for each i do
22: ECHO[i,・]=MV[・] received from i

23: if cured then
24: BLOCK
25: if cured in Round 2 then
26: RECONSTRUCT
27: ci ← s mod n
28: if vi =⊥ or D[vi] < n′ − t then
29: vi = max(0, vci)

Algorithm 2 RECONSTRUCT

1: for all j ∈ Π do
2: if w ∈ {0, 1} occurs at least n′ − t

times in column j of ECHO[i,・] then
3: SVi[j]← w
4: else
5: SVi[j]←⊥
6: for j =⊥ to 1 do
7: D[j] = # of j′s in SV

8: vi =

 0 (D[0] > t)
1 (D[1] > t)
⊥ (otherwise)

Algorithm 3 BLOCK

1: if destpi > 0 then
2: blockpi [destpi ]← true

通信リンクを永続的，一時的切断する場合の移動

ビザンチン合意問題を解くアルゴリズムを dMopt

に示す．bMopt と dMopt の相違点は以下の 2 点

である．1点目は，BLOCKの操作を行う時に，通

信リンクを双方向ブロックする手続きを行う．2点

目は，第 1ラウンドで cured状態のプロセスは，第

2ラウンドでは t個以上の値を受信した時その値を

採用し，それ以外の時は値を ⊥ とする．プロトコ
ル dMoptについて，以下の定理が成り立つ．

定理 4.2. n > 3，t = 1 の時，プロトコル dMopt

は完全グラフ上で移動ビザンチン合意問題を解き，

ビザンチンエージェントが移動し続ける場合，ビザ

ンチンエージェントを封じ込める．

定理 4.3. プロトコル dMopt は高々 3n ラウンド

で，移動ビザンチン合意問題を解く．

5 まとめ

本研究では，1台のビザンチンエージェントを封

じ込める手法とトポロジーによる封じこめ，n > 3

で移動ビザンチン合意問題を解くアルゴリズムを提

案した．今後の課題は，より一般的なネットワーク

の形として動的グラフでのビザンチンエージェント

の封じ込めと移動ビザンチン合意問題を解くアルゴ

リズムの考案である．
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概要

本稿で扱う研究は，視界に制限のある自律移動ロボッ

ト群による m × n グリッドの停止探索アルゴリズムの

検討である．各ロボットは定数距離 ϕ 以内のノードを

観測でき，他のロボットからも観測可能な定数 l 個の

色を持つライトを利用できる．また，左右の概念である

chiralityを共有しているときと共有していないときの両

方の場合を検討する．本稿では，我々が設計したアルゴ

リズムによる探索手法を概説する．その後，具体例とし

て，完全同期モデル，ϕ = 1，l = 3，chiralityの共有あ

りでの探索アルゴリズムを紹介する．

1 はじめに

1.1 背景と動機

自律移動ロボットの協調に関する研究が分散コンピ

ューティングの分野で注目を集めている．これらの研究

は与えられたタスクを達成できる必要最小限のロボット

の能力を明らかにすることに焦点を当てている．ロボッ

トの動作のモデルとして，LCM（Look-Compute-Move）

モデル [1]がよく使用されている．LCM モデルでは，各

ロボットは「観測（Look）」「計算（Compute）」「移動

（Move）」の 3 つのフェーズから成るサイクルを繰り返

し実行する．観測フェーズでは，ロボットは他のロボッ

トの位置を観測する．計算フェーズでは，観測結果を入

力として自身のアルゴリズムを実行し，次の移動先を計

算する．移動フェーズでは，計算フェーズで計算した移

動先に移動する．

ロボットの能力については，様々なモデルが考えられ

ている．必要最小限のロボットの能力を明らかにするた

めに，多くの研究は弱い能力のロボットを仮定している．

具体的には，ロボットは全て区別不可能で同じアルゴリ

ズムを実行し，メモリを持たず，他のロボットとの直接

的な通信手段を持たない（観測フェーズで他のロボット

の位置を観測することにより間接的に通信している）．

加えて，ロボットが左右の概念（chirality と呼ばれる）

を共有していない場合 [4] や，視界に制限のある場合，

つまり，観測フェーズで定数距離 ϕ以内のロボットしか

観測できない場合 [12]も考えられている．一方，弱い能

力では困難なタスクを達成するために，各ロボットにラ

イト [14] を持たせることで能力を強めたモデルも考え

られている．このモデルでのロボットは，1 回の LCM

サイクルごとに定数個の色を持つ集合から 1色選んでラ

イトを照らすことができる．このライトは不揮発性であ

り，定数サイズのメモリとして使用できる．加えて，ロ

ボットが観測フェーズで他のロボットの位置を観測する

とき，同時にそのロボットのライトの色も観測できる．

ロボットの動作環境のモデルとしては，ユークリッド平

面などの連続的な環境 [1–3]や，グラフネットワークな

どの離散的な環境 [4–6]がこれまでに考えられている．

グラフネットワークにおける基本的なタスクの 1 つ

に探索（exploration）があり，永続探索（perpetual ex-

ploration）と停止探索（terminating exploration）の 2

種類がよく研究されている．永続探索の達成条件は，全

てのロボットが全てのノードを無限回訪問することであ

る．停止探索の達成条件は，各ノードを少なくとも 1体

のロボットが訪問したうえで，全てのロボットが移動を

終えることである．視界に制限のないロボットの場合，

永続探索はリング [4]やグリッド [7]で研究され，停止探

索はリング [5, 6]，木 [8]，グリッド [9]，トーラス [10]，

任意のネットワーク [11]で研究されている．これらの研

究では，探索に必要な最少のロボット数を明らかにする

ことを目的としている．

本稿では，視界に制限のあるロボットによる探索に焦

点を当てる．視界に制限のあるロボットによる探索はリ

ング [12, 13, 15]，無限グリッド [16] で研究されている．

しかしながら，同一のモデルによる他のネットワークの

探索は我々の知る限り研究されていない．
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1.2 成果

我々は，視界に制限のあるロボットによる m × n グ

リッドの停止探索アルゴリズムを設計した．提案アルゴ

リズムにおけるロボットのモデルとロボット数との対応

を表 1に示す．ロボットのモデル（同期モデル，観測可

能な距離 ϕ，ライトの色数 l，chiralityの共有の有無）に

よって，アルゴリズムが必要とするロボット数 k は異

なっている．なお，ライトの色数が 1のロボットは，ラ

イト無しのロボットと等価である．これらの結果は，各

モデルにおいて探索に必要なロボット数の上界を示して

いるといえる．

本稿では，我々が設計したアルゴリズムによる探索手

法を概説する．その後，具体例として，完全同期モデル，

ϕ = 1，l = 3，chiralityの共有ありでの探索アルゴリズ

ムを紹介する．

2 定義

■システムモデル システムは m × n グリッド (m ≥
3, n ≥ 3) と k 体のロボットから成る．本稿では，以下

を満たすグラフ G = (Vtx, Edge)をm× nグリッドと定

義する（Vtx はノードの集合，Edge はエッジの集合）．

1. Vtx = {(i, j) | i ∈ {0, 1, . . . ,m}∧ j ∈ {0, 1, . . . , n}}
2. Edge = {((i1, j1), (i2, j2))|(i1, j1) ∈ Vtx ∧ (i2, j2) ∈

Vtx ∧ |i1 − j1|+ |i2 − j2| = 1}

グリッドの大きさを示す m,n やノードのラベル

(0, 0), (0, 1), . . . , (m−1, n−1)をロボットは知ることが

できない．グリッド上の 2つのノード間の距離は，ノー

ド間の最短経路上のエッジの個数とする．2体のロボッ

ト a, b間の距離は，aと bがそれぞれ存在するノード間

の距離とする．

ロボットは全員が同一（identical）である．つまり，同

じアルゴリズムを実行し，ユニークな識別子を持たない．

各ロボットは自身や他のロボットから見えるライトを 1

つ持つ．各ロボットは自身のライトの色を集合 Col か

ら 1つ選び，メモリとして保持することができる．Col

の要素数が有限であるとき，利用できる色の個数を l で

表す（つまり，l = |Col|）．本稿では，l = 2 の場合は

Col = {W,G}，l = 3 の場合は Col = {W,G,B} とす
る（l = 1の場合のアルゴリズムは紹介しない）．ライト

の他にロボットはメモリを持たない．各ロボットは他の

ロボットの位置や色の観測という形で情報を集め，自身

の色の変更や移動という形で情報を伝えることで，他の

ロボットと通信することができる．各ロボットは定数距

離 ϕ (ϕ > 0)以内のロボットの位置と色を観測すること

ができる．ロボットは全員が同一であるから，ϕの値は

全ロボットで等しいものとする．

各ロボットは「観測」「計算」「移動」の 3つのフェーズ

から成る LCMサイクルを繰り返すことでアルゴリズム

を実行する．観測フェーズでは，ロボットは距離 ϕ以内

のロボットの位置と色をスナップショットとして観測す

る．計算フェーズではロボットは観測フェーズでの観測

結果にしたがって，次の色と移動を決定する．色を変え

る場合は，計算フェーズの終了時に変える．移動すると

決めた場合は，移動フェーズで隣のノードに移動する．

実行の非同期性をモデル化するために，スケジューラと

いう，各ロボットがいつフェーズを実行するかを決める

概念を導入する．スケジューラがロボット r にフェー

ズを実行させるとき，スケジューラが r を作動させる，

という．完全同期，半同期，非同期の 3種類の同期モデ

ルを考える．全ての同期モデルで，時間は無限の時刻の

列 0, 1, 2, . . .で表される．ロボットはこの時刻を知るこ

とができない．完全同期モデルと半同期モデルでは，あ

る時刻 tで作動させられるロボット全てが，1つのサイ

クルを時刻 tと t + 1の間に同時に実行する．完全同期

モデルでは，スケジューラは各時刻に全てのロボットを

作動させる．半同期モデルでは，スケジューラは各時刻

に 1体以上のロボットを選び，選んだロボットを作動さ

せる．非同期モデルでは，スケージュラはロボットのサ

イクルを非同期に作動させる．言い換えると，各フェー

ズ間の時間は有限だが，予測不可能である．また，スケ

ジューラは公平であると仮定する．つまり，各ロボット

は無限回サイクルを実行する．

■状況 ノード (i, j) にいるロボットの色の多重

集合を Mi,j と表記する．ノード (i, j) にロボッ

トがいなければ，Mi,j = ∅ である．ロボット
がいるノードの個数を q，ロボットがいるノー

ドの集合を P = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (iq, jq)} と
する．このとき，システムの状況を集合 C =

{((i1, j1),Mi1,j1), ((i2, j2),Mi2,j2), . . . , ((iq, jq),Miq,jq )}
と定義する．

■ビュー ロボットが観測フェーズを実行したとき，

ロボットは距離 ϕ 以内の部分的な状況をビューとし

て得る．ノード (i, j) 上のロボット r が得るビューを

考える．cr を r の色とする．ϕ = 1 のとき，ビュー

V1 = (cr,Mi−1,j ,Mi,j−1,Mi,j ,Mi,j+1,Mi+1,j)

が 得 ら れ る ．ϕ = 2 の と き ，ビ ュ ー V2 =

(cr,Mi−2,j ,Mi−1,j−1,Mi−1,j ,Mi−1,j+1,Mi,j−2,Mi,j−1,

2



表 1 m× nグリッドの停止探索における提案アルゴリズム

ロボットのモデル
ロボット数 k

同期モデル 観測可能な距離 ϕ ライトの色数 l chiralityの共有

半同期/非同期

1 3
なし 6

あり 3

2

2
なし 4

あり 3

3
なし 3

あり 2

完全同期

1

2
なし 5

あり 3

3
なし 4

あり 2

2

1
なし 4

あり 3

2
なし 3

あり 2

Mi,j ,Mi,j+1,Mi,j+2,Mi+1,j−1,Mi+1,j ,Mi+1,j+1,Mi+2,j)

が得られる．ノード (i′, j′) (|i− i′|+ |j − j′| ≤ ϕ)が存

在しない場合は，Mi′,j′ = ⊥とする．
ロボットは東西南北のような大域的な方位を認

識する能力を持っていないため，上述のビューを

π/2, π, 3π/2 それぞれの角度で回転させた結果を，元

のビューと区別して認識することはできない．例え

ば，V1 を時計回りに π/2 回転させた結果は V1,π/2 =

(cr,Mi,j−1,Mi+1,j ,Mi,j ,Mi−1,j ,Mi,j+1)であり，ロボ

ット r は V1 と V1,π/2 を区別することができない．

また，ロボットが共通の chirality を有していない

とき，ロボットはこれらの（回転させた結果を含

む）ビューの鏡像も元のビューと区別して認識する

ことができない．例えば，V1 の鏡像は V1,mirror =

(cr,Mi−1,j ,Mi,j+1,Mi,j ,Mi,j−1,Mi+1,j)であり，ロボ

ット r は V1 と V1,mirror を区別することができない．

このようにして，各観測フェーズでロボット r が得た

ビューについて，そのビューを含む区別できないビュー

の集合を IVr とおく．

r のビューが何かしらの対称性を持つとき，r から見

て複数の方向が同一に見える場合がある．rがいる (i, j)

を中心とする点対称なビューでは，r は (i − 1, j) のあ

る方向と (i + 1, j) のある方向を区別できず，(i, j − 1)

のある方向と (i, j + 1) のある方向を区別することもで

きない．加えて，ロボットが共通の chirality を有して

いない場合，(i, j) を通る直線を対称軸とする線対称な

ビューでは，対称軸に垂直な直線が示す 2方向（例えば，

(i, j), (i + 1, j) を通る直線を対称軸とするビューでは，

(i− 1, j)のある方向と (i+ 1, j)のある方向）を区別す

ることができない．これらの同一に見える方向のいずれ

かに向かって r が移動しようとする場合，実際に移動す

る方向は，同一に見える複数の方向の中からスケジュー

ラによって選ばれる．ただし，本稿で示すアルゴリズム

はスケジューラによる移動方向の決定が起こらないよう

作られている．

■アルゴリズム 本テーマではアルゴリズムをルールの

集合として記述する．各ルールはラベルとガードとアク

ションの組合せで記述される．ラベルは各ルールをラベ

ル付けしている．ガードはルールが実行可能となる条件

であり，ロボットのビューで記述される．すなわち，ロ

ボット r が直近の観測フェーズで得たビューと区別で

きないビューの集合 IVr の要素のいずれかが，アルゴ

リズム中のガードのいずれかに一致していれば，r はそ

のガードに対応するラベルのルールを実行可能である．

ルールが実行可能であれば，ロボットは対応するアク

ションにしたがって計算フェーズと移動フェーズで色の

変更や移動を行う．

区別できないビューの集合の要素が複数のガードと一

致した場合，対応するのルールのいずれかがスケジュー

ラによって選ばれ，実行可能となる．ただし，本稿で提
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図 1 アルゴリズムの各ルールの記述形式

案するアルゴリズムでは，そのような状況は発生しない．

■実行 初期状況C0からの実行は，任意の j > 0に対し

て以下を満たすような状況のシーケンスE = C0, C1, . . .

で定義される．

1. Cj−1 ̸= Cj

2. Cj は Cj−1 からいくつかのロボットが移動または

色の変更をすることで得られる．

3. Cj−1 から Cj までの間に移動または色の変更をす

る各ロボット r について，その移動や色の変更を自

身のアルゴリズムと Cj′ でのビューに従って決定す

るような，状況のインデックス j′ (0 ≤ j′ ≤ j)が存

在する．

■探索問題 問題 P は実行の集合として定義される．
ある実行 E と問題 P について E ∈ P が成り立つなら
ば，E は P を解く．初期状況 C0 からのアルゴリズムA
の任意の実行が P を解くならば，Aは C0 から P を解
く．Aが C0 から P を解くような初期状況 C0 が存在す

ることを，Aは P を解く，と表記する．状況 C と問題

P について，初期状況 C から P を解くアルゴリズムが
存在するならば，C は P に対して可解である．本稿で
は，以下に定義する停止探索問題を扱う．

定義 1 停止探索は，各ノードを少なくとも 1 体のロ

ボットが訪問したうえで，ルールを実行可能なロボット

がいなくなるような実行の集合である．

■ルールの記述 本稿では，アルゴリズムの各ルール

を図 1 の形式で記述する．本稿で詳細なアルゴリズム

を紹介するのは ϕ = 1 の場合のみであるため，ϕ = 1

でのルールの記述形式のみを述べる．Rule はルール

のラベルである．図 1 中のグラフはガードであり，ビ

ュー V1 = (cr,Mi−1,j ,Mi,j−1,Mi,j ,Mi,j+1,Mi+1,j)を

表す．Mi′,j′ = ∅ (|i − i′| + |j − j′| ≤ ϕ) の場合は，

0, 𝑛 − 10,0

𝑚 − 1,0 𝑚 − 1,𝑛 − 1

図 2 提案アルゴリズムによるm× nグリッドの探索順路

対応するノードの中に ∅ と書く代わりに，何も書かな
い．Mi′,j′ = ⊥ の場合は，対応するノードの中に ⊥ と
書く代わりに，そのノードを黒色に塗りつぶす．Mi′,j′

が ∅ と ⊥ のどちらかであればよい場合は，対応する
ノードを灰色に塗りつぶす．ロボット r の区別できな

いビューの集合 IVr の要素のいずれかが V1 に一致す

れば，r はそのルールを実行可能である．このとき，

r は cnew,Movement で表されるアクションを実行す

ることができる．cnew はロボットの新しい色を表し，

Movementは移動を表す．Movementは Idle, ←, →,

↑, ↓ のいずれかで表される．Idle は，ロボットが移動

しないことを表す．←は，ガードのMi,j−1 に対応する

ノードへ移動することを表す．→は，ガードのMi,j+1

に対応するノードへ移動することを表す．↑は，ガード
の Mi−1,j に対応するノードへ移動することを表す．↓
は，ガードのMi+1,j に対応するノードへ移動すること

を表す．ただし，本稿で紹介するアルゴリズムのルール

には，Idleと ↑は使われていない．

3 探索手法の概略

本章では，我々が設計したアルゴリズムによる探索手

法を概説する．説明の簡単化のため，グリッド上の大域

的な方角を定義する．ノード (i, j)から見て，(i, j + 1)

が見える方向を東，(i, j−1)が見える方向を西，(i+1, j)

が見える方向を南，(i − 1, j)が見える方向を北とする．

我々が設計したアルゴリズムは全て，図 2の矢印に従う

順序でノードを探索していく．つまり，グリッドの北西

の隅から探索を開始して，以下の一連の動作を南端の隅

（mが奇数の場合は南東の隅，mが偶数の場合は南西の

隅）に到達するまで繰り返す．

1.（東への直進）グリッドの東端まで一直線に進む．
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方
向

(A) 共通のchiralityを有していない場合

(B) 共通のchiralityを有している場合

図 3 完全同期かつ ϕ = 1，l = 3の場合の東へ直進す

るときの隊列

2.（西への折り返し準備）南に距離 1だけ下がりつつ，

西に折り返せるように整列する．

3.（西への直進）グリッドの西端まで一直線に進む．

4.（東への折り返し準備）南に距離 1だけ下がりつつ，

東に折り返せるように整列する．

東または西への直進を行うとき，ロボットが共通の

chiralityを有しているのであれば，ロボットは 1列に並

んでいる状況を維持しながら直進する．ロボットが共通

の chirality を有していないのであれば，ロボットは 2

列に並んでいる状況を維持しながら直進する．2列に並

ぶ理由は，グリッドの端に到達してから南に下がるため

に，ロボットが左右（北と南）を区別する必要があるこ

とである．2列に並んだロボットの各列にとって，もう

一方の列は北と南を区別する目印となる．このため，表

1について，ロボットが共通の chiralityを有している場

合は，そうでない場合より少ないロボット数でアルゴリ

ズムを設計できている．

各ロボットは自身の LCMサイクルごとに，隊列が組

まれていることを自身のビューによって確認し，隊列に

応じた進行方向に移動する．完全同期の場合，隊列内の

全ロボットが同時に動作するため，全く同じ隊列を維持

したまま移動することができる．例えば，完全同期かつ

ϕ = 1，l = 3 の場合，ロボットは図 3 に示す隊列を維

持しながら東へ直進する．また，完全同期かつ ϕ = 2，

l = 2で共通の chiralityを有していない場合，ロボット

は図 4に示す隊列を維持しながら東へ直進する．

こうしてグリッドの東端に到達した後，ロボットは南

へ下がりつつ西へ折り返す準備をする．共通の chirality

を有していない場合は，東へ直進するときの隊列と鏡像

の関係にある隊列を形作る．これにより，東へ直進する

𝐺 𝐺

𝑊

東
方
向

図 4 完全同期かつ ϕ = 2，l = 2 で共通の chirality

を有している場合の東へ直進するときの隊列

𝐵 𝐺
西
方
向

𝑊 𝐺

𝑊 𝐵

西
方
向

(A) 共通のchiralityを有していない場合

(B) 共通のchiralityを有している場合

図 5 完全同期かつ ϕ = 1，l = 3の場合の西へ直進す

るときの隊列

ときと同じルールによって西へ直進することができる．

共通の chirality を有している場合は，東へ直進すると

きの隊列と鏡像の関係ではない隊列を構成する必要があ

る．なぜなら，東端に到達したときに chirality を利用

して南へ下がっている場合，鏡像の関係にある隊列でグ

リッドの西端に到達したときは北へ上がってしまうから

である．例えば，図 3の例と同じモデルである完全同期

かつ ϕ = 1，l = 3 の場合，ロボットは西へ直進すると

きに図 5に示す隊列を維持している．

この後に西へ直進してグリッドの西端に到達したら，

ロボットは南へ下がりつつ東へ折り返す準備をする．

例えば，図 3，図 5 と同じモデルである完全同期かつ

ϕ = 1，l = 3 の場合，ロボットは図 3 に示した隊列を

再び形作る．このような動作の繰り返しにより，ロボッ

トは全ノードを訪問して南端の隅に到達することで，グ

リッドの停止探索を達成する．

■半同期/非同期での直進方法 図 3，図 4，図 5に示し

た例は完全同期の場合で，スケジューラが全ロボットを

同時に作動させることを前提としていた．半同期/非同

期の場合は，ほとんどの状況でロボットが 1体ずつ動作

するようにアルゴリズムを設計している．もし，ある状

況で複数のロボットが動作できる場合，スケジューラが

どのロボットを作動させるかによって実行が分岐する．
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(A) 𝜙 = 2の場合

図 6 半同期/非同期かつ l = 3 で共通の chirality を

有している場合の東へ直進するときの隊列

分岐が多ければ多いほど，多数の実行が考えられる．こ

れらの実行のいずれにおいても探索を達成できるように

アルゴリズムは設計されなければならないため，アルゴ

リズムを設計するときはこのような分岐を減らすことが

望ましい．そのため，可能な限り各状況でロボットが 1

体ずつ動作するようにアルゴリズムを設計している．

例えば，半同期/非同期かつ l = 3 で共通の chirality

を有している場合，ロボットは図 6に示すように隊列を

変えていくことで東に移動する（図 6の隊列では 2色し

か使われていないが，残りの 1色は西へ折り返すときに

使われる）．図 6 (A) の ϕ = 2 の場合は，(a) の状況か

ら，色W のロボットが色 Gのロボットから離れるよう

に移動し，(b)の状況となる．この状況から，色 Gのロ

ボットが色W のロボットへ近づくように移動し，(c)の

状況となる．この状況は (a)の状況から各ロボットが距

離 1ずつ東へ移動した結果であり，以上の 2種類の動作

を繰り返すことで東へ移動し続けることができる．図 6

(B)の ϕ = 1の場合は，(a)の状況から，色 Gのロボッ

トが隣の色 W のロボットへ向かって移動し，(b) の状

況となる．この状況から，色Gのロボットと同じノード

にいる色W のロボットが，自身の色を Gにして隣の色

W のロボットへ向かって移動し，(c)の状況となる．こ

の状況から，色W のロボットと同じノードにいる色 G

のロボットが，自身の色をW にして隣の色 Gのロボッ

トから離れるように移動し，(d) の状況となる．この状

況は (a)の状況から各ロボットが距離 1ずつ東へ移動し

た結果であり，以上の 3種類の動作を繰り返すことで東

へ移動し続けることができる．

4 探索アルゴリズムの一例

我々が設計したアルゴリズムの一つである，完全同期

かつ ϕ = 1，l = 3 で共通の chirality を有しているロ

ボット 2体による，m× nグリッドの停止探索アルゴリ

ズムを図 7に示す．このアルゴリズムの実行を初期状況

C0 = {((0, 0), {G}), ((0, 1), {W})}から開始することで
停止探索を達成できる．

■東への直進 色 Gのロボットと色W のロボットが横

1列に並んでいる状況で，色W のロボットがルールR1，

色 Gのロボットがルール R2を同時に実行することで，

これら 2体のロボットは東へ直進することができる．

■西への折り返し準備 アルゴリズムの実行における西

への折り返し準備の過程を図 8に示す．東への直進を続

けた 2体のロボットは，やがてグリッドの東端に到達す

る（図 8（a））．この状況から，ルール R3によって，色

W のロボットは自身の色を Gに変え，グリッドの外側

と向かい合って右側に移動する（つまり，南に下がる）．

これと同時に，ルール R2によって，色 Gのロボットが

移動する．結果，色 G のロボット 2 体がグリッドの東

端で縦 1列に並んでいる状況となる（図 8（b））．この状

況から，ルール R4によって，より南側のロボットが自

身の色を B に変え，グリッドの内側に移動する．同時

に，ルール R5によって，もう一方のロボットが南側の

ロボットに付いて行く形で移動する．結果，色 B のロ

ボットと色 G のロボットが横 1 列に並んでいる状況と

なる（図 8（c））．

■西への直進 色 B のロボットと色 Gのロボットが横

1列に並んでいる状況で，色 B のロボットがルール R6，

色 Gのロボットがルール R7を同時に実行することで，

これら 2体のロボットは西へ直進することができる．
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図 7 完全同期かつ ϕ = 1，l = 3で共通の chiralityを有しているロボット 2体によるm× nグリッドの停止探索アルゴリズム
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図 9 完全同期かつ ϕ = 1，l = 3 で共通の chirality

を有しているロボット 2 体による東への折り返し準備

の過程

■東への折り返し準備 アルゴリズムの実行における東

への折り返し準備の過程を図 9に示す．西への直進を続

けた 2体のロボットは，やがてグリッドの西端に到達す

る（図 9（a））．この状況から，ルール R8によって，色

B のロボットはグリッドの外側と向かい合って左側に

移動する（つまり，南に下がる）．これと同時に，ルー

ル R7によって，色 Gのロボットが移動する．結果，色

G のロボットと色 B のロボットがグリッドの西端で縦

1 列に並んでいる状況となる（図 9（b））．この状況か

ら，ルール R9によって，色 B のロボットが自身の色を

W に変えてグリッドの内側に移動する．同時に，ルー

ル R10によって，色 Gのロボットがもう一方のロボッ

トに付いて行く形で移動する．結果，色Gのロボットと

色W のロボットが横 1列に並んでいる状況となり，再

び東へ直進することが可能となる（図 9（c））．

■探索の終了 ロボットが全ノードを訪問して隅に到達

した後，ルールを実行可能なロボットがいなくなり，探

索が終了する．mが奇数の場合は，色Gのロボットと色

W のロボットが東に直進することで南端のノードを順

に訪問し，南東の隅に到達する．色W のロボットが南

東の隅のノード (m− 1, n− 1)を訪問したとき，状況は

{((m− 1, n− 2), {G}), ((m− 1, n− 1), {W})}である．
この状況では，色W のロボットが実行可能なルールは

存在しない．一方，色 Gのロボットはルール R2によっ

て移動する．結果，状況は {((m − 1, n − 1), {W,G})}
となる．この状況では，いずれかのロボットが実行可

能なルールは存在せず，以降はどのロボットもルール

を実行しない．m が偶数の場合は，色 B のロボットと

色 G のロボットが西に直進することで南端のノードを

順に訪問し，南西の隅に到達する．色 B のロボットが

南西の隅のノード (m − 1, 0) を訪問したとき，状況は
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{((m − 1, 0), {B}), ((m − 1, 1), {G})} である．この状
況では，色 B のロボットが実行可能なルールは存在しな

い．一方，色 Gのロボットはルール R7によって移動す

る．結果，状況は {((m − 1, 0), {B,G})}となる．この
状況では，いずれかのロボットが実行可能なルールは存

在せず，以降はどのロボットもルールを実行しない．こ

のようにして，ロボットは全ノードを訪問した後にルー

ルを実行しなくなり，停止探索を達成できる．

5 まとめ

本稿では，視界に制限のある自律移動ロボット群によ

るm× nグリッドの停止探索アルゴリズムを検討した．

本稿で扱ったモデルは，ロボットは定数距離 ϕ 以内の

ノードを観測でき，他のロボットからも観測可能な定数

l個の色を持つライトを利用できるというものであった．

また，左右の概念である chiralityを共有しているときと

共有していないときの両方の場合を扱った．

今後の課題を 3 点挙げる．第 1 に，検討したモデル

において探索に必要なロボット数の下界を示すことであ

る．第 2に，検討したモデルより制約の強い場合（例え

ば，非同期かつライトの色数が 1の場合）に探索を達成

するアルゴリズムが存在するか否かを示すことである．

第 3に，同様のモデルによる他のネットワークの探索問

題を検討することである．
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Abstract

In the Bitcoin system, participants obtain the permission of appending
a block to the tail of the chair by solving mathematical puzzles. Since
they earn rewards by writing block, this process is often called mining.
In this paper, we consider the situation where the system has a multiple
number of chains, each of which offers a different amount of rewards per
one block writing. Each rational player wants to write a block offering
higher rewards, but too competitive writing increases the risk of dropping
out the written block from the canonical history, which results in the
decrease of social welfare (i.e., throughput of block writing). Here a game-
theoretic problem arises: Which chain each (rational) player should choose
for maximizing its local benefit? Then how bad does the social welfare
become?

In this study, ｗ e introduce a new game called Mining Game for the
(possibly multiple) cryptocurrency system which supports simultaneous
writing of multiple blocks containing no transaction conflict, and provides
the analysis of Nash equilibriums there. We present the existence of a
Nash equilibrium, as well as the upper bound for its price of anarchy
(PoA), that is, the ratio between the social welfare optimized under the
central control and that in the worst-case Nash equilibrium. We obtain
the PoA is bounded by r0

rm
· exp(α+ 1), where r0 and rm are the highest

and lowest rewards respectively and α is the difficulty of puzzles relative
to the total hash power of players in the system. We also show that
the Mining Game is equivalent to the Load Balancing Game with respect
to the convergence time of reaching a Nash equilibrium, presenting its
explicit upper and lower bounds.

1 Introduction

The Bitcoin is one of the biggest cryptocurrency markets introduced by Satoshi
Nakamoto [1], which consists of the distributed ledger technology based on the
consensus algorithm. In distributed ledger, each block, a collection of transac-
tions, is linked by a hash pointer. That is, the distributed ledger is a linked
list of blocks (i.e., blockchain). Every node in the Bitcoin network reaches an
agreement on the ledger. To avoid inconsistent forks of the chain, the system
employs the Proof of Work(PoW) as the consensus algorithm. The PoW is a
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kind of the leader election algorithms. The node paticipating the election (called
miner) must mathematical puzzles to obtain the permission of appending the
next block. Miners earns a reward if it succeeds to append a block, whose in-
gredient is typically block rewards and the fee for processing the transactions
written in the block. For winning the PoW leader election, each miner has to
solve a mathematical puzzle. The miner solving that first becomes the leader
for the next block.

If two or more miners succeeded in solving the puzzle at the same time, it
potentially causes an inconsistent fork of the ledger. In that case one of the
forks eventually survives.

1.1 Our result

In this paper, we consider the situation where the system has a multiple number
of chains, each of which offers a different amount of rewards per one block
writing. Each rational player wants to write a block offering higher rewards,
but too competitive writing increases the risk of dropping out the written block
from the canonical history, which results in the decrease of social welfare (i.e.,
throughput of block writing). Here a game-theoretic problem arises: Which
chain each (rational) player should choose for maximizing its local benefit? Then
how bad does the social welfare become? To this goal, we newly introduce
an n-player noncooperative game called the mining game. It consist of a set
of n players V and a set of m blocks B, where V = {v0, v1, · · · , vn−1} and
B = {b0, b1, · · · , bm−1}. A block bi ∈ B has a corresponding reward ri and a
player vi has the hash-power pi, where 0 < pi < 1. The task of solving puzzles is
modeled as a stochastic process. A player vi succeeds in mining with probability
pi. Each player selects a block which he mine among the B. A player vi which
selects bi as his own action can get a corresponding reward ri if other players
which select bi fail in mining and he succeed in mining. Therefore, the utility of
a player which selects bi as his own action is the expected reward. The utility of
the system is the expected number of written blocks. In this study, we prove that
there is a Nash equilibrium in the Mining Game and calculate the quality of the
Nash equilibrium. Furthermore, we show that the Mining Game is equivalent
to the Load Balancing Game from the perspective of the convergence time to
reach a Nash equilibrium. Our contributions are as follows.

1. We formalize strategic mining in the cryptocurrency which allows multiple
block writing without conflict (Section 2).

2. We prove that there exists a Nash equilibrium in such a game, and present
an upper bound on the quality of Nash equilibria, which is measured by the
ratio between the utility of the system which is controlled in the centralized
manner and the utility of the system by rational players is r0

rm
· exp(α+1)

if the difficulty of the puzzle is controlled by the system, where r0 and rm
are a highest reward and a lowest reward respectively and α is a variable
which is controlled by the system(Section 3).
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3. We prove that the mining game is equivalent to the load balancing game
with respect to the convergence time to reach a Nash equilibrium and
present an upper bound and a lower bound on the convergence time.
Under several assumptions, there exists a case which requires at least
( n
m−1 )

m−1/(2(m − 1)!) steps to reach a Nash equilibrium for the Mining
Game, and any instance of the Mining Game reaches to a Nash equilibrium
at most n steps under the best assumption (Section 4).

2 Preliminary

2.1 Blockchain System

In this paper, we consider the blockchain system which supports m parallel
writing of blocks. The system has a set B = {b0, b1, . . . , bm−1} of m blocks to
be appended to chains, and a set V = {v0, v1, . . . , vn−1} of n players choose
one of the blocks in B and tries to append it by solving the corresponding
puzzle. Despite the nature of full asynchrony and long-liveness in block-chain
systems, we regard the task of writing blocks as a one-shot synchronous task
for simplicity. Specifically, the run of the system proceeds with the consecutive
two phases defined as follows:

1. Block selection phase: Each player decides a block which it will write to
the corresponding chain. It is assumed that players can see other players’
choice and can change their own decision.

2. Mining phase: Each player tries to obtain the permission of writing
the chosen block by solving the corresponding mining puzzle. A player
vi obtains the permission for block bi if and only if it succeeds in solving
the mining puzzle of bi and no other player succeeds, Then vi earns the
corresponding reward ri.

1

Each player vi has a parameter pi called hash power which indicates its own
computational capacity per unit time. Let hi be the difficulty of a puzzle cor-
responding to block bi. We model the task of solving a puzzle as a stochastic
process. The player vi solves the mining puzzle of bi within the mining phase
with probability pi/hi. To simplify the model, we assume hi = β for all i, Then,
the summation of pi/β over all i obviously represents the expected number of
players that can solve a puzzle. We also denote α =

∑
i(pi/β)/m. Intuitively ,

the value of α means the throughput ratio(i.e., the number of blocks simultane-
ously written). In well-managed systems, we can expect that β is appropriately
controlled so that α does not become so high. By normalizing the values of hash
power, we can assumes β = 1 without loss of generality.

1While we assume a deadline of the mining phase in this model, actual blockchain systems
are asynchronous and thus instead of deadlines,the player solving the puzzle first gets the
permission. However, this difference is not essential for the analyses shown in this paper.

3



2.2 Mining Game

Mining Game(MG) is defined by 4-tuple (n,m, P,R), where n is the number
of players, m is the number of blocks, P = (p0, p1, . . . , pn−1) is the vector
representing the hash-power of each player , and R = (r0, r1, . . . , rm−1) is the
vector representing the reward of each block. A strategy space Si for any player
vi (i ∈ [0, n − 1]) is the block set B. Hence the global strategy space S is Bn.
We denote by si (i ∈ [0, n−1]) the action of a player vi. Given a global strategy
s = (s0, s2, . . . , sn−1) ∈ S, we define a set of miners who are mining a block bj
as Vj(s) = {vi | si = bj}. Given a global strategy s, we define the expected
utility u(s, vi) for player vi as follows.

u(s, vi) = ripi
∏

vj∈Vsi
(s)\{vi}

(1− pj)

The expected utility U(s) for the blockchain system is defined by expected
number of written blocks.

U(s) =
∑

vi∈[0,n−1]

u(s, vi)

ri

=
∑

vi∈[0,n−1]

pi
∏

vj∈Vsi
(s)\{vi}

(1− pj).

Given a global strategy s, we denote a set of actions without vi as s−i. We often
denote s as (si, s−i). Especially, we denote a global strategy which a player vi
changes his own action from si to s′i as (s

′, s−i).

2.3 Nash Equilibrium and Price of Anarchy

The Nash equilibrium is a solution concept for the n players non-cooperative
games. It is defined as follows.

Definition 1 Let V be a set of players, S be a global strategy space, u : S×V →
R be a utility function, and G be a game defined by V , S, and u. A global strategy
s∗ is a Nash equilibrium if the following condition holds for any player vi ∈ V .

u(s∗, vi) ≥ u((si, s
∗
−i), vi)(si ∈ Si).

The Nash equilibrium implies that any player cannot increase his utility by
changing only his own action. That is, no player has an incentive to change its
action.

Given a global strategy s, if a player vi can increase his utility by changing
his own action from si to s′, then we call this action a better response step. We
denote by s0 → s1 the transition of global strategies by the better response
step of a vi. By the definition of the better response step, if there is no player
which can do better response step in a global strategy s∗, then s∗ is a Nash
equilibrium.
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Let U(s) : S → R be the function which takes a global strategy s and returns
the utility of the system. While every player does not have any incentive to
change his own action in Nash equilibria, it does not implies that the utility of
the system is maximized. The concept of price of anarchy(PoA) is quantifies the
degradation of the system utility caused by the selfish behavior of each agent,
which is defined as follows:

Definition 2 Let U(s) : S → R be the utility function of a system and E be a
set of Nash equilibriums. PoA is defined as follows.

PoA =
maxs∈S U(s)

mine∈E U(s)

3 Existence of Pure Nash Equilibrium and Bound
for Price of Anarchy

First, we show that there exists a Nash equilibrium for any instance of MG.
Letting s be any strategy, and s′ be that induced from s by any better response
step, a function f : S → R is called a ordinal potential function if f(s) > f(s′)
holds for any such pair s and s′. It is easy to see that any finite game with
an ordinary potential function has a pure nash equilibrium [3]. We have the
following lemma.

Lemma 1 For any instance I of MG, there exists the Nash equilibrium s∗.

Proof 1 We show that MG has an ordinal potential function. Given a global
strategy s, we define a density Di(s) for a block bi as follows.

Di(s) = ri · Pi(s)

Pi(s) =

{∏
vl∈Vi(s)

(1− pl) Vi(s) ̸= ∅
1 Vi(s) = ∅

Suppose that vx in strategy s changes its action from bi to bj, and the global
strategy results in s′. Then, we have the following equality.

Di(s) +Dj(s)− (Di(s
′) +Dj(s

′))

= ri · Pi(s) + rj · Pj(s)− ri ·
1

1− px
· Pi(s)− rj · (1− px) · Pj(s)

= ri · Pi(s)(1−
1

1− px
) + rj · Pj(s)(1− 1 + px)

= rj · Pj(s) · px − ri · Pi(s) ·
px

1− px

= u(s′, vx)− u(s, vx)

The inequality u(s′, vx)−u(s, vx) > 0 if and only if the change of vx’s action from
bi to bj is a better response step. That is, Di(s)+Dj(s) for any s decreases if we
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update s by any better response step. In addition, any better response step from
bi to bj affects only the densities of bi and bj, and thus D(s)

∑
bi∈B\bi,bj Di(s) =∑

bi∈B\bi,bj Di(s
′) holds. It implies that D(s) =

∑
bi∈B Di(s) is an ordinal

potential function. The lemma is proved..

Next we present an upper bound of the PoA of the mining game. First, we
show a property of Nash equilibrium of MG.

Lemma 2 Let s be a global strategy, and vx ∈ Vi(s) be the player whose hash
power is the minimum in Vi(s). If the change of vx’s action from bi to bj is not
a better response step in a global strategy s, no player in Vi(s) can increase its
utility by changing its action to bj.

Proof 2 Let vy be any player in Vi(s). Since vx’s action from bi to bj is not
a better response step, we have u(s, vx) > u((j, s−x), vx) holds. We obtain the
following inequality.

u(s, vx) > u((j, s−x), vx)

⇔ ri · px ·
∏

vl∈Vi(s)\{vx}

(1− pl) > rj · px ·
∏

vl∈Vj(s)

(1− pl)

⇔ ri
rj

>

∏
vl∈Vj(s)

(1− pl)∏
vl∈Vi(s)\{vx}(1− pl)

Since the right side of this inequality is monotonically decreasing in terms of py.
Thus for any vy ∈ Vi, we have

ri
rj

>

∏
vl∈Vj(s)

(1− pl)∏
vl∈Vi(s)\{vx}(1− pl)

≥
∏

vl∈Vj(s)
(1− pl)∏

vl∈Vi(s)\{vy}(1− pl)

⇔ u(s, vy) > u((j, s−y), vy).

That is, vy’s action from bi to bj is not a better response step.

We show the main theorem.

Theorem 1 The PoA of the mining game is bounded as follows:

PoA ≤ r0
rm

· exp(α+ 1)

Proof 3 Given a Nash equilibrium s∗, Let ûi be the logarithmic utility of u(s∗, vi)
for player vi defined as follows:

ûi = log u(s∗, vi)

= log rs∗i + log pi +
∑

vl∈Vs∗
i
(s)\{vi}

log(1− pl)
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Using ûi, we obtain the following description of the system utility U(s).

U(s) =
∑
bi∈B

∑
vj∈Vi(s)

pj ×
∏

vl∈Vi(s)\{vi}

(1− pl)

=
∑
bi∈B

∑
vj∈Vi(s)

exp(ûj − log ri)

=
∑
bi∈B

exp(− log ri)
∑

vj∈Vi(s)

exp(ûj)

Let wi =
∑

vj∈Vi(s)
pj and ŵ =

∑
bi∈B wi

m . Using the Taylor expansion of log(1+

x)(−1 < x ≤ x) , x− x2

2 < log(1 + x) < x. Now, we obtain the lower bound on
U(s).

U(s) >
∑
bi∈B

exp(− log ri)
∑

vj∈Vi(s)

exp(log rj + log pj −
∑

vl∈Vi(s)\{vj}

pl)

=
∑
bi∈B

∑
vj∈Vi(s)

pj · exp(−wi + pj)

=
∑
bi∈B

exp(−wi)
∑

vj∈Vi(s)

pj · exp(pj)

>
∑
bi∈B

exp(−wi)
∑

vj∈Vi(s)

pj

=
∑
bi∈B

exp(−wi) · wi

For any block bi ∈ B, Let qi be the player with the lowest-power hash power in
Vi. By the definition on Nash Equilibria, the following inequality holds for any
block bi by Lemma 2.

ri · pqi ·
∏

vl∈vi\{qi}

(1− pl) > rj · pqi ·
∏

vl∈Vj(s)

(1− pl)

log ri + log pqi +
∑

vl∈Vi(s)\{qi}

log(1− pl) > log rj + log pqi +
∑

vl∈Vj(s)

log(1− pl)

log ri +
∑

vl∈Vi(s)\{qi}

log(1− pl) > log rj +
∑

vl∈Vj(s)

log(1− pl)

log ri − wi + qi > log rj − wj

Let w′
i = wi − log ri. Then it follows

w′
i − qi < w′

j

7



Since the same discussion also holds for another block bj. Thus we have w
′
j−qj <

w′
i. It follows that w′

i − qi < w′
j < w′

i + qj holds for any 2 blocks bi, bj ∈ B.
Let w′

min = minbi∈B w′
i. For any block bi, w

′
i < w′

min + qi holds. And we define

ŵ′ =
∑

bi∈B w′
i

m . w′
min = βŵ′, where β is an appropriate value less than one.

Therefore, w′
i < βŵ′ + qi holds. We obtain the following bound.

U(s) >
∑
bi∈B

exp(−w′
i − log ri) · wi

=
∑
bi∈B

1

ri
· exp(−w′

i) · wi

>
∑
bi∈B

1

ri
· exp(−βŵ′ − qi) · wi

= exp(−βŵ′)
∑
bi∈B

1

ri
· exp(−qi) · wi

> exp(−1) · exp(−βŵ′)
∑
bi∈B

1

ri
· wi

> exp(−1) · exp(−βŵ′) · 1

r0

∑
bi∈B

wi

= exp(−1) · exp(−βŵ′) · 1

r0
· αm

The following inequality holds for ŵ′.

ŵ′ =
αm−

∑
bi∈B log ri

m

<
αm−m log rm

m
= α− log rm

Since U(s) is expected number of written blocks in the system. U(s) <
∑

i∈[0,n−1] pi =
αm obviously holds. Finally, the following inequality holds.

PoA <
αm

exp(−1) · exp(−βŵ′) · 1
r0

· αm

=
1

exp(−1) · exp(−βŵ′) · 1
r0

= r0 · exp(βŵ′ + 1).

By the fact of β < 1, we have

< r0 · exp(ŵ′ + 1)

< r0 · exp(α− log rm + 1)

=
r0
rm

· exp(α+ 1).
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4 Bounds for Convergence Time

In this section, we discuss about the convergence time of the mining game, i.e.,
the number of better response steps necessary to reach a Nash equilibrium. For
analyses, we introduce yet another game called load balancing game (LBG),
and shows that a special case of MG is reducible from LBG. It implies that the
convergence-time lower bound for LBG also applies to MG. We also present an
upper bound for (general) MG, which is not based on the reduction but the
proof is very similar with that for LBG.

4.1 Load Balancing Game

We consider a system consisting of a set J = {j0, j1, · · · , jn−1} of n jobs and
a set M = {m0,m1, · · · ,mm−1} of m machines. Each job has a weight and
each machine has a capacity. If many jobs concentrate in a single machine,
it takes a longer time to process them because the resource of the machine is
shared among assigned jobs. Thus, each rational player tries to find the machine
where its own job can be processed fast. A load balancing game is define by
a 4-tuple (n,m,W, c), where W = (w0, w1, · · · , wn−1) is the job-Weight vector
and and C = (c0, c1, · · · , cm−1) is the machine-capacity vector. The weight of a
job ji is wi, and the capacity of a machine mi is ci. Each job selects a machine
to process itself. Thus a strategy space Si for a job ji is M and a global
strategy space S is Mn. Given a global strategy s where s = (s0, s1, · · · , sn−1),
we denote by Mi(s) the set of jobs selecting mi. as their own actions, i.e.,
Mi(s) = {ji ∈ J | si = mi}. Given a global strategy s, we define the cost l(s, ji)
of a job ji as follows.

l(s, ji) =

∑
jk∈Msi

(s) wk

csi

Each job aims to minimize its cost. Throughout this paper, we consider a
simplified version of LBG, assuming ci = 1 for any i ∈ [0, n − 1]. Eyal Even-
Dar, et al. proved that there exists a Nash equilibrium in the Load Balancing
Game, and present upper and lower bounds for the convergence time under
several assumptions [4]. More precisely, they introduce the best response policy
as the assumption on the behavior of each player, where any job ji having two
or more better response steps always selects the action which minimize its cost.
They also introduce two policies of the scheduler (i.e., the choice of jobs), called
max-Weight job strategy and min-Weight job strategy. Let A(s) be the set of
jobs having at least one better response step in s. Under the max-weight job
strategy, a job with the maximum weight in A(s) is chosen by the scheduler, In
contrast, the min-Weight job strategy, a job with the minimum weight in A(s)
is chosen. The following bounds are proved in [4].

Lemma 3 For the Max Weight Job strategy with best response policy, the Load
Balancing Game reaches to a Nash equilibrium at most n steps.

9



Lemma 4 For the Min Weight Job strategy with best response policy, there are
a global strategy s that requires at least ( n

m−1 )
m−1/(2(m− 1)!) steps to reach a

Nash equilibrium.

4.2 Reduction from The Load Balancing Game

In the mining game, a player migrates to a block with higher density as a better
response step. As mentioned above, the density of a block bi is defined by the
product of a block reward ri and the fail probability of all the players in Vi.
While this function is highly nonlinear, taking logarithm provides an additive
(i.e., linear) form. In other words, the mining game is considered as a load
balancing game on the exponent of utility functions, which is the main trick of
our reduction. The actual reduction is very simple, which is stated as follows:

1. Associate each block bi ∈ B with each machine in mi ∈ M .

2. Associate each player vi ∈ V with each jon ji ∈ J .

3. Set reward bi = ci. Since we assume ci = 1 for any i, it implies ri = 1 for
any i.

4. Set hash power pi = 1− exp(−wi).

In the following argument, let Il be any instance of the load balancing game,
and Im be the reduced instance of the mining game. Let g : Bn → Mn be
the function naturally defined for mapping a strategy of Im to that of Il. It is
obvious that g is obviously a bijection. Let g−1 be the inverse function of g.
First, we show that Nash equilibria in Il and Im has one-to-one correspondence.

Lemma 5 A strategy s∗ of Im is a Nash equilibrium if and only if g(s∗) is a
Nash equilibrium of Il.

Proof 4 We only show that g(s) is a Nash equilibrium if s∗ is a Nash equilib-
rium. The opposite direction is easily proved by tracing the following argument
inversely. For any player vi ∈ V and any block bj ∈ B \ {s∗i }, the following
inequality holds.

pi
1− pi

·
∏

vl∈Vs∗
i
(s∗)

(1− pl) > pi ·
∏

vl∈Vj(s∗)

(1− pl)

1

1− pi
·

∏
vl∈Vs∗

i
(∗)

(1− pl) >
∏

vl∈Vj(s∗)

(1− pl)

10



Taking the logarithm of both sides

− log(1− pi) +
∑

vl∈Vs∗
i
(s∗)

log(1− pl) >
∑

vl∈Vj(s∗)

log(1− pl)

wi −
∑

vl∈Vs∗
i
(s∗)

wl > −
∑

vl∈Vj(s∗)

wl

∑
vl∈Vs∗

i
(s∗)

wl <
∑

vl∈Vj(s∗)

wl + wi

The summation
∑

vl∈Vi(s∗)
wl for block bi is the total weight of machine mi

in g(s∗). The above inequality implies that in g(s∗) there are no job which can
decrease its cost by changing its own action. That is, g(s∗) is a Nash equilibrium
in the Il.

Next, we show that any better response step in Im corresponds to a better
response step of Il.

Lemma 6 Any strategy change in Im from s to s′ is a better response step only
if the corresponding change in Il from g(s) to g(s′) is a better response step.

Proof 5 Suppose that s changes to s′ by a better response step of player vi in
the Im. Then, the following inequality holds.∏

vl∈Vsi
(s)\{vi}

(1− pl) <
∏

vl∈Vs′
i
(s′)

(1− pl)

Taking the logarithm of both sides, we can get the following formula.∑
vl∈Vsi

(s)

wl >
∑

vl∈Vs′
i
(s′)

wl + wi

It implies that any better response step on the Im is also a better response step
in Il.

Theorem 2 For the min-hash-power strategy with the best response policy,
there exists a global strategy which requires at least n

m−1
m−1/2((m − 1)!) bet-

ter response steps to reach a Nash equilibrium.

Proof 6 For the min-weight job strategy with the best response policy, there

exists a global strategy which requires at least
( n
m−1 )

m−1

2(m−1)! steps to reach a Nash

equilibrium for the Load Balancing Game [4]. Since the min-weight job strategy
obviously corresponds to the min-hash-power strategy by Lemmas 5 and 6, the
theorem is proved.

Next, we show that for the Max Hash-power strategy with best response policy,
any instance of the Mining Game reach to a Nash equilibrium at most n better
response steps. First, we derive some general properties. The next lemma states
the highest density cannot increase.
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Lemma 7 The highest density among the blocks either remains the same or
decreases while the system reaches to a Nash equilibrium.

Proof 7 If a player vx migrates from a block bi to a block bj in a global strategy
s as a better response step, then the following formula holds.

px
1− px

·Di(s) < px ·Dj(s)

Di(s) < (1− px) ·Dj(s)

Thus, Di(s) < (1 − px) · Dj(s) < Dj(s) and Di(s) < 1
1−px

· Di(s) < Dj(s).
Furthermore, players who select the block with highest density cannot increase
their utilities by migrating to other blocks. Therefore, the highest density among
the blocks either remains the same or decreases while the system reaches to a
Nash equilibrium.

Theorem 3 For the Max Hash-power strategy with best response policy, any
instance of the Mining Game reaches to a Nash equilibrium at most n better
response steps.

Proof 8 Suppose that a player vi has migrated to block bmax with highest density
on a global strategy s and the s transits to a new global strategy s′. By the lemma
7, the only reason that vi wishes to switch block is that another player migrated
to the bmax. Now we consider the necessary condition of another player who
makes vi migrate to another block. Let vj be a player who has migrated to the
bmax on the s′. Since vi migrated to the bmax, the block bs′j is the only block
where vi can increases his utility by migrating. If vi can increase his utility by
migrating to the bs′j , then the following formula holds.

pi
1− pj

·Ds′j
(s′) > pi ·

1− pj
1− pi

·Dmax(s
′)

1

1− pj
·Ds′j

(s′) >
1− pj
1− pi

·Dmax(s
′)

Since the vj migrated to the bmax and increased his utility, Dmax(s
′) > 1

1−pj
Ds′j

(s′)

Thus,
1−pj

1−pi
must be less than 1. Therefore, the vi can increase his utility by mi-

grating to the bs′j if pi < pj. Under the Max Hash-power strategy only players
with lower hash-power can arrive in the subsequent, so each player stabilizes
after the first migration, and the theorem follows.
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地図を持つエージェントの高速なランデブーについて

柿澤一輝　泉泰介　北村直暉

n個の頂点から構成される連結無向グラフを考える．ランデブー問題とは，異なる頂点に配置された２体以

上のエージェントを，単一の頂点上に集合させるという問題である．本研究では同期システムにおける，地図

を持つ２体のエージェントによるランデブー問題を考える．このシステムにおいて，各エージェントは事前に

地図と呼ばれるグラフ全体のトポロジ情報を把握しており，その中における自身の初期位置についても知識を

持つものとするが，他方のエージェントの初期位置は知らない．各ラウンドでエージェントは、現在滞在して

いる頂点に留まるか，接続辺を辿って隣接頂点へ移動するという動作を行う．ランデブーアルゴリズムを評

価するための指標は，各エージェントが動作を開始してからランデブーを達成するまでの同期ラウンド数と

する．グラフにおける２体のエージェントの初期位置間の距離を dとすると，Ω(d)ラウンドがランデブーア

ルゴリズムの自明な下界となる．本研究が対象とするモデルでの既存研究として，Collins らによる結果 [1]

が知られており，O(d log2 n)ラウンドでランデブーを達成するアルゴリズムを提案している．また，最悪時

の下界として Ω(d log n/ log log n)ラウンドを必要とするようなインスタンスの存在も示している．本研究で

は，2エージェントの初期位置が距離 d以下のすべての頂点対から一様ランダムに選ばれるとしたとき，平均

O(d log3/2 n)ラウンドでランデブーを達成するアルゴリズムを提案する．
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Abstract—Geographic state machine replication (SMR) is a
replication method in which replicas of a service are located on
multiple continents to improve the fault tolerance of a general
service. Nowadays, geographic SMR is easily realized using public
cloud services; SMR provides extraordinary resilience against
catastrophic disasters. Previous studies have revealed that the
geographic distribution of the replicas has a significant influence
on the performance of the geographic SMR; however, the optimal
way for a system integrator to deploy replicas remains unknown.
In this paper, we propose a method to evaluate and rank replica
deployments to assist a system integrator in deciding a final
replica deployment. In the method, we also propose a novel
evaluation function that estimates a latency of SMR protocols
with round-trip time (RTT). To demonstrate the effectiveness of
the proposed method, we build thousands of geographic SMRs
on Amazon Web Services and present experimental results. The
results show that the proposed method that estimates a latency
based on RTTs can generate consistent rankings with reasonable
calculation time.

Index Terms—fault tolerance, state machine replication, geo-
replication, replica deployment, public cloud

I. INTRODUCTION

Services running on the client-server model may crash or
behave unintentionally from time to time due to software bugs
or attacks by malicious users. To prevent such problems and
continuously provide services to clients, fault tolerance is an
important consideration. State machine replication (SMR) [1]
is commonly used to improve fault tolerance by replicating
a service over multiple replicas. In SMR, the replicated
service is called replicas, and the state of all replicas are kept
consistent by executing a replication protocol. Hence, using
this method, an active operation can be continued as a whole
even if a failure occurs in a part of the replicas. Several SMR
protocols have been proposed in previous studies [2]–[8].

An SMR that deploys replicas on a continental scale is
called geographic SMR [9]–[14]. Replicas in geographic SMR
are separated by a large distance to withstand a catastrophic
disaster, such as an earthquake. If some of the replicas fail,
the service can be continued by the replicas in other sites
(regions). With the development of public cloud services after
the 2000s, geographic SMR can be easily realized.

Although geographic SMR could have been easily imple-
mented, ways of obtaining the best performance using the
optimal replica deployment remain unclear. Performance of a

replica deployment depends on several factors, including the
location of the leader replica, distances between replicas, and
distances between clients and replicas. For example, if replicas
are deployed in nearby regions, the time taken for request
processing can be shortened, but the fault tolerance will be
reduced. In contrast, if the replicas are distributed farther apart
from one another, the fault tolerance will increase, but the
processing time for a normal request will be slower.

In this paper, we propose a performance-estimation method
to determine the optimal replica deployment for building a
service using geographic SMR. First, we define the task to find
the optimal replica deployment among all possible candidates
as replica deployment decision problem, which requires to
output a ranking of all possible replica deployments sorted
by their latencies. The proposed method solves this problem
by using an evaluation function that estimates a latency of each
replica deployment based on the round-trip time (RTT), which
is generally regarded as an important parameter in geographic
SMR. Although it is unrealistic to actually build all possible
replica deployments and measure their latencies, RTTs can be
measured relatively easily. Therefore, this evaluation function
is practical and can be used to select the optimal deployment
for actual service construction.

Finally, we conduct an experimental evaluation using Ama-
zon Web Services with 15 regions to demonstrate the ef-
fectiveness and practicality of the proposed method. In the
experiment, we actually build thousands of geographic replica-
tions and measure their latencies; then we create the measured
latency ranking and compare it against the rankings generated
by the proposed method. The results exhibit that the proposed
method with the RTT-based evaluation function can generate
a consistent ranking with reasonable calculation time.

In particular, this paper makes the following contributions:
1) It presents a new method that generate a ranking to assist

deciding a replica deployment for geographic SMR.
2) It also presents a evaluation function that consistently

calculates latency of a replica deployment by using
round-trip time between sites, which can be easily
measured compared with the actual latency of the de-
ployment.

3) It conducts exhaustive experiments with thousands of
replications built on Amazon Web Services, and evalu-



ates the proposed method and the evaluation function.

II. BACKGROUND

A. State Machine Replication

State machine replication (SMR) [1] is a replication method
for the client-server model. In SMR, the server is modeled
by a state machine; thus, on receipt of a message, the server
changes its state and sends messages to other processes if
necessary. The server’s role is replicated over n replicas that
independently operate the functions on distinct hosts and
interact with clients via request and response messages.

Client requests to be executed are submitted to all repli-
cas, and the order in which different replicas receive these
requests may differ due to variations in the communication
delays. Therefore, the replicas execute a replication protocol
to guarantee that they process requests in the same order to
maintain consistency. After a replica processes a request, it
replies to the client with the execution result.

There are two variations of SMR; SMR that can withstand
crash failures (resp. Byzantine failures) is called CFT SMR
(resp. BFT SMR). The number of faulty replicas that a
replication can tolerate f is related to n as follows [15]:
n ≥ 2f + 1 for CFT SMR and n ≥ 3f + 1 for BFT SMR.
Hereafter, we assume BFT SMR and n = 4 (i.e., f = 1);
however, the proposed method is applicable for any n and f
of BFT SMR and CFT SMR.

B. Related Work

The problem of determining the optimal replica deployment
has been extensively studied in the field of data replication.
Cook et al. formulated the time required to read and write
data as a cost in a simple read-write policy (when reading a
data object, refer to one replica. When writing data, a client
transfer the data to all servers that have its replica) and proved
that this problem is NP-complete [16]. They also proposed
an approximation algorithm for the problem. Although the
target replication problem is different, their formulation is very
similar to the evaluation function proposed in this paper. The
survey by Sen et al. [17] provides a comprehensive overview of
the previous studies on the data location optimization problem
using mathematical models.

In the field of geographic SMR, there are a few methods
that optimize a replica deployment [10], [11]. In [10], Liu and
Vukolić proposed two methods for geographic SMR: Droppy
that dynamically relocates a set of replication leaders accord-
ing to given replication settings and workload situations, and
Dripple that divides the replicated system state into multiple
partitions so that Droppy can efficiently relocate the leaders.
Eischer and Distler proposed Archer [11] that relocates leaders
based on their response times as measured by clients. A Hash-
chain-based technique was employed in the protocol to allow
clients to detect illegal phases caused by Byzantine replicas to
prevent such replicas from being wrongly assigned as leaders.

In this paper, we propose a method that can help identify
the best replica deployment when building an geographic
SMR. The proposed method differs from these prior studies in

several ways. First, the proposed method can be used with any
replication protocol by defining an evaluation function to cal-
culate the estimated latency of different replica deployments.
In contrast, although Droppy and Archer can dynamically
relocates the leader replica locations, they only support leader-
based replication protocols. Second, the proposed method can
also identify the best replica deployment from all possible
replica deployments; this complements these existing methods,
which are limited to determining an assignment of replication
roles to the replicas in a replication.

III. REPLICA DEPLOYMENT DECISION PROBLEM

We formally define the problem addressed herein as a
replica deployment decision problem. In the definition, we call
a location wherein a replica (or a client) can be deployed to
as a site1. In the problem, the following inputs are provided
by a user.

• n: the number of replicas that the user wants to deploy
• SC: a set of candidate sites wherein replicas can be

deployed
• C: a set of client locations
The goal of this problem is to output a ranking2 of replica

deployments sorted by latency (of course, a replica deployment
with smaller latency is ranked higher). The user will then
choose the final replica deployment for the SMR from this
ranking. Here, latency is defined as the time taken by a
client from sending a request to the replicas until receiving
its response.

IV. PROPOSED METHOD

In this section, we propose a method to solve the replica
deployment decision problem and to determine the optimal
replica deployment from all the possible deployments for
geographic SMR. Using the proposed method, any replication
configuration can be evaluated without actually building it.

A. Overview

Figure 1 illustrates the overview of the proposed method
and the method consists of the following steps:

1) First, a set, DC, of all possible replica deployments is
created based on SC and n. Each replica deployment is
expressed as a pair of locations for the leader and the
other replicas3.

2) Next, for each replica deployment x ∈ DC, its latency
is estimated using the evaluation function f(x,C) based
on the measured RTTs. This function is further described
in Section IV-B.

1For example, if the SMR is built on a public cloud service, each region
is a site; if it is built in facilities on premises, each data center is a site.

2The proposed method outputs not only the best replica deployment,
but also the whole ranking of all possible deployments, because the best
deployment may not be acceptable for some reason other than latency.

3Here, we assume rotating coordinator-based SMR protocols similar to
those [4], [6], [7], [18]. If the proposed method is applied to leader-less SMR
protocols similar to those [2], [3], [5], then each replica deployment is simply
expressed as a set of replica locations of size n.
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1

Replica 
Deployment

Leader 
Location Other Replica Locations

Deployment 1 Ireland London, Mumbai, Oregon
Deployment 2 Ireland Ohio, Seoul, Singapore
Deployment 3 Ohio Canada, Ireland, N. Virginia 

⁝ ⁝ ⁝
Deployment N Seoul Ireland, São Paulo, Sydney         

Ranking

Deployment 2Rank Deployment Latency
1 Deployment 3 78.34
2 Deployment 1 401.59
3 Deployment 2 626.27
⁝ ⁝ ⁝
N Deployment N 1048.20

Deployment 1

Deployment 2

Deployment 3

Deployment N

Latency: 401.59

Latency:     626.27

Latency:       78.34

Latency:   1048.20

𝑓(𝑥,𝐶)

……

Client locations 𝐶

Fig. 1. Overview of the proposed method

3) The elements in DC are sorted based on their calculated
latency; the sorted result is outputted as the ranking for
the inputs.

Thus, the replica deployment with the shortest latency is
ranked as the best replica deployment.

B. Evaluation Function f(x,C)

The evaluation function f(x,C) outputs an estimated la-
tency based on replica deployment, x, and the client locations,
C by tracing message transmissions specific to a replication
protocol being used. The function plays an important role in
the proposed method.

1) Approach: If site candidates SC is large, it is impractical
to actually build SMRs with all possible replica deployments
to evaluate their latencies. Therefore, the evaluation function
estimates them based on round-trip time (RTT) between sites,
which can be measured more easily, and outputs as an latency
for that deployment. In other words, before using the proposed
method, a user must measure RTTs between candidate sites in
advance. Here, the time required for message processing in
a replica is disregarded because the communication delay be-
tween replicas is relatively large compared with the processing
time in a geographic SMR.

Assuming that a latency can only be estimated from the
communication time, two factors must be considered: the
types of message communications (i.e., message transmission
patterns) that constitute latency and the communication time
between sites. The message transmission pattern can be found
by referring to an SMR protocol used in a replication. Then,
for a given set C of clients and replica locations x, the function
simulate the transmission and receipt of messages based on the
message transmission pattern of the replication protocol and
the measured RTTs.

Req.

Replica 1 (L)
Replica 2
Replica 3
Replica 4

P W A Res.

Client
Byzantine Consensus

Fig. 2. The message transmission pattern for Mod-SMaRt protocol [7] in BFT-
SMaRt [8]. Replica 1 is the leader replica and Req., P, W, A, and Res., indicate
Request, Propose, Write, Accept, and Response messages, respectively.

Here, we model the message transmission pattern of Mod-
SMaRt [7] of BFT-SMaRt [8] as an example; however, we
believe the same approach can be applied to other SMR
protocols. In Mod-SMaRt, a special replica (called a leader
replica) determines the order in which requests are executed
and communicates this order to the other replicas. The mes-
sage transmission pattern involves five types of messages that
are exchanged among the client and replicas to process the
request, as shown in Fig. 2. First, the client sends a request
to each replica (Request). When the leader replica receives
the request, it sends Propose messages to each replica to
propose a candidate value for agreement (Propose). Then,
Write and Accept messages are exchanged between all replicas
to confirm the validity of the candidate values to determine the
final agreed value (Write and Accept). Finally, the replicas
execute the ordered request and return the result to the client
(Response). Hereafter, an RTT and a message transmission
delay between sites a and b is denoted as RTT(a, b) and
delay(a, b) = RTT(a, b)/2, respectively.

2) Latency Formulation: The evaluation function f esti-
mates a latency of each client location c ∈ C, and outputs the
average of these latencies as follows:

f(x,C) =
∑
c∈C

fc(x, c)/|C|, (1)

where fc is a evaluation function for a single client. Hereafter,
we explain how fc(x, c) calculates a latency on a replica
deployment. The message pattern of Mod-SMaRt comprises
five parts as depicted in Fig. 2, and we denote the timings of
these parts by Sreq , Spro, Swrt, Sacc, and Sres, respectively.
If necessary, we denote the timing for a specific replica ri by
adding a superscript such as Si

pro.
First, we calculate the timing Sreq at which the leader re-

ceives a request. In the replication protocol, a request message
is sent from a client to each replica although only the leader
replica processes the request in the fault-free case; thus, Sreq

can be expressed as the average of the RTTs from each client
c to the leader replica l:

Sreq =
∑
c∈C

delay(c, l)/|C|. (2)

Then, the leader sends the request to each replica as Propose
messages; the timing Si

pro at which the replica ri receives the



Propose message is expressed as follows:

Si
pro = Sreq + delay(l, ri). (3)

When a replica receives the Propose message, it broadcasts a
Write message to all replicas. Each replica accepts the Write
message when it receives the same Write messages from a
majority ⌈(n + 1)/2⌉ of the replicas. The timing Si

wrt at
which replica ri accepts the Write messages can be calculated
based on the timing at which the replica ri receives the Write
message sent from replica rj :

Si
wrt = find(T i

wrt, ⌈(n+ 1)/2⌉), (4)

where twrt(ri, rj) = Sj
pro + delay(rj , ri), T i

wrt = {t |
twrt(ri, rj), 0 ≤ j < n}, and find(S, k) is a function that
returns the k-th smallest element of set S.

An Accept message is sent in the same way as Write
messages. Therefore, if we define tacc(ri, rj) = Si

wrt +
delay(rj , ri), Si

acc is

Si
acc = find(T i

acc, ⌈(n+ 1)/2⌉), (5)

where T i
acc = {t | tacc(ri, rj), 0 ≤ j < n}.

Finally, when a replica receives a majority of Accept
messages, it executes the request and sends the execution result
to the client as a Response message. When a client receives
the same response message from f + 1 distinct replicas, it
accepts the result. Therefore,

fc(x, c) = Sres = find(Tres, f + 1), (6)

where Tres = {t | Si
acc + delay(ri, c), 0 ≤ i < n}.

V. EVALUATION

In this section, we examine the effectiveness of the proposed
method described in Section IV. First, the evaluation of replica
deployments in terms of the RTT is verified in Section V-A.
Next, the latencies of thousands of replica deployments on a
public cloud service are measured to evaluate the accuracy
of the ranking generated by the proposed method in Section
V-B. Finally, Section V-C characterizes the time that it takes
to generate a ranking.

All experiments are conducted using Amazon Web Services
EC2, a representative public cloud service. We use 15 regions4

of Amazon EC2 as site candidates SC for replica deployments
(i.e., |SC| = 15). Replica and client programs are executed
on Ubuntu Server 16.04 (64 bit). For replicas and clients, we
use t2.micro instances that have one vCPU, 1 GiB memory,
EBS storage, and a network interface of ”Low to Moderate”
performance.

A. Validation of the Use of RTTs

The proposed method calculates lantecies based on the
RTTs between sites. Here, we evaluate whether it is appro-
priate to use the RTTs for estimating lantecy and how long
the generated ranking is valid.

4N. Virginia, Ohio, N. California, Oregon, Mumbai, Seoul, Singapore,
Sydney, Tokyo, Canada Central, Frankfurt, Ireland, London, Paris, São Paulo
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Fig. 3. Distribution of RTT from Ireland to each region during term A.

1) Method: An instance is deployed in each of the regions,
and the ping command is executed against the instances in
the other 14 regions every two seconds. RTTs were measured
during the following periods (all times are displayed in UTC
in 24-h notation):

• Term A: March 7, 19:27 – 22:13, 2018
• Term B: January 11, 11:14 – January 28, 3:41, 2019
• Term C: April 15, 15:48 – April 23, 11:15, 2019
2) Results and Discussion: RTTs measured during Term

C are shown as a boxplot in Fig. 3 (only the results for the
Ireland instance are shown due to space limitations). Although
RTT varied from region to region, these variations were small.
The largest variation was observed between the Ireland and
Singapore regions, and its mean and standard deviation were
180.3 and 24.1 ms, respectively.

Next, we compare the RTTs from Ireland to Singapore
(where the largest variations were observed) during terms A,
B, and C. The average RTTs were 175.3 ms in term A, 179.8
ms in term B, and 180.3 ms in term C. Over the 13 months
between term A and term C, RTT increased by 5 ms. Although
this may seem like a small difference, if similar changes
occurred between all regions, it is likely that the ranking
generated by the proposed method would change considerably.

To investigate how these difference affects a replica de-
ployment ranking, we generated two rankings from the RTTs
measured during Terms A and C with the client location
Multiple (see Section V-B1 for its definition). Figure 4 shows
the correlation between these rankings. We can observe that
the RTT changes affected the ranking certainly, especially for
the 2000–5000 ranks. The largest difference happened on the
replica deployment of Tokyo (leader), Canada, Oregon, and
Singapore. The deployment was in 3523rd place in the term
A ranking, while it was in 2688th place in the term C ranking.

The results indicate that the RTT variations in the public
cloud are sufficiently small in the short term; thus, estimating
a replica deployment in terms of based on the RTTs between
sites is valid. In contrast, RTTs between regions changed
over long periods (on the order of one year). Therefore,
a replica deployment that is found to be optimal may no
longer be optimal after a long time has passed, suggesting that
replicas should be relocated periodically to maintain optimal
performance.
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Fig. 4. Difference between the rankings of Terms A and C.

B. Ranking Accuracy

Here, we discuss the accuracy of a ranking generated by
the proposed method by comparing the rankings with those
derived from the experimentally measured latencies of all
possible replica deployments.

1) Method: We introduce a baseline evaluation function
fsimple(x,C) to compare the accuracy of the evaluation func-
tion of the proposed method. This function roughly estimates a
latency based on a simplified message pattern for Mod-SMaRt.
First, it divides the pattern into three parts: Request, Byzantine
Consensus, and Response as Fig. 2 and calculates their timings
Sreq , Scon, and Sres as follows: Sreq is the average of the half
RTTs from each client to the leader replica. Scon is the sum of
the half RTTs between all pairs of replicas. Sres is the average
of the half RTTs from each replica to each client. Finally, this
function outputs the sum of these timings as a latency.

In this experiment, all possible replica deployments are built
on AWS and the latency of each one is measured. We do
not assume that multiple replicas are deployed in the same
region. Since |SC| = 15 and n = 4, the total number of
possible replica deployments |DC| = |SC| × |SC|−1Cn−1 =
5, 460. If replicas are deployed to the same combination of
regions, the location of the leader replica may differ; hence,
such deployments are considered independently.

As with replicas, it is assumed that the clients are also
located in the AWS regions. To evaluate the effects of
the number and locations of clients, clients are placed in
geographically distant regions, namely Ireland, Sydney, and
N. Virginia. The case wherein multiple clients are placed in
multiple regions (we call this deployment as “Multiple”) is
also evaluated: 10 clients are placed in Ireland, 3 clients are
placed in Sydney, and 5 clients are placed in N. Virginia.

SMR is built using the open-source SMR library BFT-
SMaRt [8]5. A replication is build to withstand Byzantine
failures; the tolerable number of failures is f = 1 and the
number of replicas is n = 4. The defaults are used for all
other BFT-SMaRt settings.

All latencies are measured using the sample programs
LatencyClient and LatencyServer bundled in BFT-SMaRt.
LatencyClient periodically sends requests to the service and
measures the latency. LatencyServer is a dummy service that

5https://github.com/bft-smart/library/releases/tag/v1.1-beta
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Fig. 5. Scatter plots of measured latency rank and estimated latency rank (C =
Sydney, |DC| = 5460). Each plotted point represents the latency of a replica
deployment (red for f and blue for fsimple). The horizontal axis represents
the ranking derived from the latencies output by the proposed method with
f or fsimple, and the vertical axis represents the ranking derived from the
measured latencies.

TABLE I
RMSE AND CORRELATION COEFFICIENT (CC)

RMSE CC
Client location fsimple f fsimple f

Ireland 759.411 620.686 0.884 0.922
N. Virginia 722.516 548.982 0.895 0.939

Sydney 985.598 638.275 0.804 0.918
Multiple 697.473 629.228 0.902 0.920

provides no functionality; it simply returns a response immedi-
ately after receiving a request from a client. The payload sizes
of the requests and responses are 1,024 bytes. LatencyClient
sends requests 50 times every 2 sec. The top 10% (i.e., the
highest five values) and bottom 10% (i.e., the lowest five
values) of the measured values are considered as outliers and
disregarded; the average of the other values (40 values in total)
is considered as the latency of the replica deployment. The
latency is estimated with the average RTTs measured during
Term C in Section V-B1.

2) Results and Discussion: Figure 5 shows the correlations
between the rankings generated via the proposed method using
the evaluation functions. Due to space limitations, only the
results for the multiple are shown. Table I also shows the
root mean square error (RMSE) calculated based on the ideal
ranking (i.e., y = x), which perfectly matches the ranking
based on the measured latencies, and the correlation coefficient
(CC) for each client location. The results indicate that the
RMSE was lower and the CC was higher (exceeding 0.91 in
all cases) for f than for fsimple for all client locations. This
implies that f yielded more accurate rankings by tracing the
communications between the replicas in detail.

These experiments confirmed that the proposed method can
generate consistent rankings in various client locations. Fur-
ther, it was revealed that the rankings generated by f are more
accurate than those generated by fsimple (particularly for the
higher-ranked deployments). Hence, a higher reproducibility
of the replication protocol can reproduce more accurate replica
deployment ranking.



TABLE II
CALCULATION TIME BY SIZE OF SITE CANDIDATES SC (n = 4)

|SC| Time t [sec] |DC| t/|DC| [msec]
15 12.9 5,460 2.36
20 39.5 19,380 2.04
25 110.5 50,600 2.18
30 227.3 109,620 2.07

TABLE III
CALCULATION TIME BY THE NUMBER OF REPLICAS n (|SC| = 15)

n Time t [sec] |DC| t/|DC| [msec]
4 12.9 5,460 2.36
7 429.1 45,045 9.53
10 792.1 30,030 26.38
13 77.7 1,365 56.90

C. Calculation Time to Generate a Ranking

Finally, we evaluate the calculation time required to generate
a ranking with the proposed method6. The ranking calculation
times of fsimple and f were 1.88s and 10.88s, respectively for
n = 4, that is, fsimple is about five times faster than f . This
finding indicates that more time is required to calculate the
estimated latency using the evaluation function and to improve
the reproducibility of the communication.

Next, we investigate the influence of the size of SC on the
calculation time with f . Table II shows the resulting calcu-
lation times for different |SC| values and the corresponding
calculation times per replica deployment t/|DC|. The result
shows that as the size of SC increased, the calculation time
required to generate the rankings considerably increased be-
cause the total number of replica deployments |DC| increases
exponentially with |SC|.

Furthermore, the influence of the number of replicas n on
the calculation time with f . Table III shows the calculation
time t for different |DC| values and the corresponding calcu-
lation times per replica deployment, t/|DC|, as n is varied.
The result shows that t and |DC| were maximized at different
values of n (10 and 7, respectively) because the calculation
time of a replica deployment t/|DC| increases as n increases.

These measurement results reveal that the rankings for
replica deployments can be calculated in several hundred sec-
onds when the replica number and site number are relatively
small. This is considered a reasonable calculation time since
a deployed SMR is typically operated for more than one
year. In contrast, if large numbers of replicas and SC are
used, the calculation time becomes very high. In such a case,
some changes need to be made so that the solution is still
practical, e.g., calculations latencies in parallel, discarding
replica deployments that seems to be slow, and so on.

VI. CONCLUSION

In this paper, we addressed on the difficulty of determining
the optimal replica deployment for geographic state machine

6All the rankings were calculated by the program implemented with Python
3.6 on the following PC: Intel Core i5 7400, Windows 10 Home 64-bit.

replication by proposing a novel method to generate a rank-
ing of all possible replica deployments. We introduced an
evaluation function that estimates a latency of each replica
deployment based on the RTTs between sites, which are easy
to measure without actually building the deployments. Hence,
all possible replica deployments can be evaluated and ranked
accordingly to determine the optimal replica deployment for
geographic SMR. We confirmed the validity of evaluating
replica deployments in terms of their RTTs. After that, we
measured the latencies of thousands of replica deployments
built on Amazon Web Services, and ranked the deployments
accordingly. Then, we compared this experimentally derived
ranking with those rankings generated using the proposed
method. The results exhibited that the proposed method can
create a ranking with sufficient accuracy in a reasonable time.
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個体群プロトコルモデルにおけるリーダ選挙

首藤裕一

大阪大学大学院情報科学研究科

概要

本稿では，個体群プロトコルモデルにおけるリーダ選挙について，最新の研究動向
を紹介する．

1 個体群プロトコルモデル

個体群プロトコルモデル（英：Population protocols）とは，計算資源が極めて制約され
たセンサノードによって構成されるモバイルセンサネットワークを表現する計算モデルと

して Angluinら [AAD+06]によって 2004年に提案された．本モデルではネットワークを
構成するセンサノードを個体と呼び，ネットワーク全体を個体群と呼ぶ．各個体は有限状

態機械であり，常にひとつの状態を持つ．2つの個体間で互いに自身の状態を伝え合う交
流と呼ばれるイベントがときおり発生し，その際，両個体の現在の状態と，プロトコルが

定める状態遷移規則によって，両個体は新たな状態に遷移する．プロトコルの実行はこの

交流によって進行する．後述するように，個体群中の任意の個体ペアは幾度となく交流を

繰り返すことを仮定する．また，個体群を構成する個体の数（個体数）を nで表す．ここ
で，個体群プロトコルモデルを直感的に理解するために，簡単な応用例として，千羽の鳥

の群れの一羽一羽に小型のセンサノードすなわち個体を付けた個体群（個体数 n = 1000）

を考える．各鳥が好き勝手に移動することで，頻繁に，2羽の鳥が極めて近い距離に接近
する事象が発生する．この事象が交流に相当する．交流の発生時，無線通信によって個体

は互いの状態を教え合い，自身の状態を更新する．このような例において，任意の個体ペ

アが幾度となく交流を繰り返すという前述の仮定は自然である．この個体群で簡単な計算

を行うことを考える．具体的には，1000羽の鳥のうち，発熱している（体温が閾値を超
えている）鳥が 10羽以上いるかどうかを全個体に把握させるという問題を解くことを考
える．実行開始時，観測対象の鳥が発熱している個体は初期状態を 1に,そうでない個体
は初期状態を 0に設定する．交流発生時の状態遷移規則は以下のように定める．

(x, y) → (x+ y, 0) if x+ y < 10,

(x, y) → (10, 10) otherwise.

上記の規則は，状態 xの個体と状態 yの個体が交流したときに，前者と後者の次状態を
指定する規則である．第一の規則は，xと y の和が 10に満たないときに，2個体の状態
を加算して一方に記憶させ，他方の状態を 0にする．第二の規則は，2個体の状態の和が

1



10以上であるときに，両個体の状態をともに 10にする．いま，このプロトコルの実行開
始時において発熱している個体の総数を f とする．第二の規則が適用されるまでは，全個

体の状態の総和と f は常に一致する．したがって，f < 10のとき第二規則は決して適用

されることがなく，すべての個体の状態は 10未満でありつづける．一方で，任意の個体
ペア間で交流が繰り返し発生するため，発熱している個体の総数が第一規則によって少数

の個体に集約されていく．したがって，f ≥ 10のときは，必ず第二規則がいつか適用さ

れ状態 10の個体が少なくともひとつ発生する．状態 10の個体がひとつでも生じると，第
二規則により状態 10の個体は増殖し，やがて全個体が状態 10となることが保証できる．
ゆえに，「1000羽の鳥のうち，発熱している鳥が 10羽以上いるか」という問いに対して，
状態 10の個体は”Yes”と出力し，それ以外の状態の個体は”No”と出力すれば，全個体
がやがて正しい答えを出力することを保証できる．このようなプロトコルが個体群プロト

コルである．

上述のプロトコルの第一規則は 2個体の対称性を破壊していることに注意されたい．す
なわち，同一の状態を持つ 2個体が交流した場合においても 2個体が異なる状態に遷移
する．これは，交流に相当する無線通信において，交流を呼びかけた個体とその呼びかけ

に応答した個体が存在するはずだという仮定に基づくものであり，両個体の状態が同一で

あっても，呼びかけ側の個体（initiator）と応答側の個体（responder）の次状態は個別に決
定して良いという意味でプロトコルの設計者に強い自由度を与える．したがって，他の一

部の（分散システムの）計算モデルと異なり，システム全体の対称性は個体群プロトコル

モデルでは問題にならないことが多い．交流の発生パターンについてはさまざまなモデル

があるが，個体群プロトコルを扱う多くの研究では，一様ランダムな乱択スケジューラを

仮定する．これは，各時刻（=ステップ）において，個体群中から一様ランダムに選択さ
れた 2つの個体間で交流が発生するという仮定である．すなわち，各時刻において，任意
の個体ペアは確率 1/nC2 で選択され交流を行う．ここでいう時刻とは抽象的なものであ

り，実際には，交流は個体群中で同時多発的に発生するため，後に説明する期待収束時間

などのプロトコルの時間計算量は，計算の完了に要したステップ数を個体数 nで割った並

列時間で評価することが主流である．本稿においても，この乱択スケジューラを仮定し，

各種時間計算量を並列時間で評価する．

2 リーダ選挙

入力とは独立に定義されるタスク（問題）としてもっとも重要なもののひとつにリーダ

選挙問題がある．これは，個体群中のただひとつの個体をリーダとして指名する問題であ

る．リーダ選挙問題は分散システム一般にとって重要かつ基本的な問題であるが，個体群

プロトコルモデルでは特に重要な意義を持つ．というのは，個体群中にただひとつのリー

ダが存在することを仮定できれば，Presburger算術で定義可能な任意の述語が極めて高速
に，具体的には個体数 nに関する対数多項式並列時間で解けることが 2006年に証明され
ているからである [AAE08]．
リーダ選挙問題は，厳密には，一様ランダムなスケジューラによって交流が次々と発生

していく結果として，やがてただひとつの個体が記号 Lを出力し，それ以外のすべての
個体が記号 Fを出力するような状況に個体群を収束させることを目的とする問題である．
リーダ選挙問題は次に示す極めて単純なプロトコル [AAD+06]によって解くことができる．
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表 1: 個体群モデルにおける主要なリーダ選挙プロトコル．（安定時間は期待値）

状態数 安定時間

[AAD+06] O(1) O(n)

[AG15] O(log3 n) O(log3 n)

[AAE+17] O(log2 n) O(log5.3 n · log log n)
[AAG18] O(log n) O(log2 n)

[GS18] O(log log n) O(log2 n)

[GSU18] O(log log n) O(log n · log log n)
[MST18] O(n) O(log n)

[SOI+19] O(log n) O(log n)

• 状態空間：{l, f}

• 初期状態：l

• 出力：状態が lのとき L，状態が f のとき F

• 状態遷移規則：(l, l) → (l, f)

このプロトコルにおいて各個体は l,f のいずれかの状態をとる．実行開始時の初期状態は
入力にかかわらず lである．各個体は，自身の状態が lのとき，かつ，そのときのみ記号

Lを出力し，そうでないとき記号 F を出力する．すなわち，状態 lの個体がリーダであり，

状態 f の個体が非リーダである．交流による状態遷移は両個体がリーダのときのみ発生す

る．リーダどうしが交流したとき，一方（呼びかけ側）がリーダであり続け，他方（応答

側）は非リーダになる．本プロトコルの実行において，実行開始時に n個のリーダが存

在し，かつ，リーダの数は 2個以上のリーダが交流して一方が非リーダに変化することに
よってのみ減少するので，リーダの数が 0になることは決してない．一方で， 2個以上の
リーダが存在する場合，やがてそれらのリーダ間で交流が発生してリーダの数が 1減る．
したがって，個体群中のリーダの数はやがて 1になる．以後，ただひとつのリーダはリー
ダであり続け，他の個体は常に非リーダであり続ける．よって，本プロトコルは個体群中

からただひとつのリーダを選出する，すなわち，正しくリーダ選挙問題を解く．

一般に，一度その状況に到達すると，以後，問題の定める所望の性質（たとえばリーダ

選挙問題の場合，ただひとつのリーダが変わらず存在し続けること）を満たし続けるよう

な状況を安定状況と呼ぶ．そして，プロトコルが安定状況の到達するまでの時間を安定時

間と呼ぶ．簡単な解析により，上記の単純なリーダ選挙プロトコルの安定時間の期待値は

並列時間でO(n)であることが分かる．一方で，このプロトコルは，個体の状態数を定数に

制限する場合には最適であることが示されている．具体的には，Dotyと Soloveichik[DS18]
によって任意の定数状態プロトコルはリーダ選挙を解くのに線形時間を要することが証明

されている．

この線形時間の壁は 2015年に Alistarhと Gelashvili [AG15]によって崩された．彼らは，
O(log3 n)状態を用いることで O(log3 n)時間で安定するリーダ選挙プロトコルを与えた．

この後，数多くの研究が複数の研究グループによって行われ，この計算量が次々と改善され

ていく．詳細は表 1（主要なアルゴリズム）と 2（安定時間の下界）を参照されたい．現状，
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表 2: 安定時間（期待値）の下界

状態数 安定時間

[DS18] O(1) Ω(n)

[AAE+17] < 1/2 log log n Ω(n/(polylog n))

[SM19] any large Ω(log n)

計算量の最も優れたプロトコルは 2つあり，Gąsieniecら [GSU18]のプロトコルと著者ら
[SOI+19]のプロトコルである．Gąsieniecら [GSU18]のプロトコルはわずか O(log log n)

状態でO(log n · log log n)期待時間でリーダ選挙を解く．Alistarhら [AAE+17]の下界によ
ると，対数多項式の期待時間でリーダ選挙を解くには Ω(log log n)状態が必要なので，そ

のようなリーダ選挙プロトコルのなかでこのプロトコルの状態数は最適である．一方で，

[SOI+19]のプロトコルは O(log n)状態を用いて O(log n)期待時間でリーダ選挙を解く．

Gąsieniecらのプロトコルに比べ状態数が大幅に増加しているが，このプロトコルは時間
最適である．具体的には，状態数に依らずリーダ選挙を o(log n)期待時間では解けないこ

とが証明されている [SM19]．ワークショップ当日はこのプロトコル [SOI+19]を主に紹介
する予定である．
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